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 :مقدمة
 عملـي  معها بمـنهج  التعامل تقتضي الحياة المختلفة مجالات في التي حدثت ولازلت تحدث التغيرات إن    
 المؤسسات اليوم  وتواجه القرارات المختلفة، اتخاذ يسبق الذي الرشيد والتفكير والمنطق العلم أساس على قائم
 الاقتصـاد  أو المعلوماتيـة  عصـر  أو المعرفة عصر في ظل ما يسمى كبيرة تحديات أنواعها اختلاف على

 العلميـة  بالأسـاليب  الإلمـام  من كبير بقدر في هذه المؤسسات راراتالق لابد أن يتمتع متخذي لذا الرقمي،
 .المختلفة القرارات اتخاذ في والتي تعتبر كأداة مساعدة منها الكمية وخصوصا الحديثة

 من الكثير حل في تبنيها يمكن والطرق والتي العديد من الأساليب لتوفر رياضيات المؤسسة بالمقابل تأتي    
 فـي  والجامعات المعاهد جميع في محل الدراسة اليوم أصبحت وأنها خاصة ة والاقتصادية،الإداري المشاكل

 النتـائج  دقـة  مختلف الدراسات والبحوث لزيادة في الكمية بأساليبها والاستعانة التخصصات، وفي كل العالم
 .إليها المتوصل

حيث أنها تسـتخدم كـل الطـرق     ات المؤسسة على أنها العلم التطبيقي لاتخاذ القرارات،يتعرف رياضو   
العلمية المتاحة لمواجهة مشاكل الإدارة، وذلك بغية التوصل إلى مستوى عال من الترشيد في اتخاذ القرارات، 
كما تعرف أيضا على أنها التطبيق العلمي للطرق الرياضية والإحصائية في حل مختلف المشاكل الإداريـة و  

  .داء مهامه، والتي يمكن التعبير عنها بالصيغ الكمية بالدرجة الأولىالاقتصادية، والتي تواجه المسير في أ
محاولة لاستيعاب كل المفاهيم المتعلقة بمقياس رياضيات المؤسسـة، وفـي عرضـنا     وتعد هذه المطبوعة   

لمحاور هذه المطبوعة راعينا السهولة والتوسع في الشرح وإعطاء أمثلة وتطبيقات بالاعتماد علـى منهجيـة   
ة وواضحة من خلال تجربتنا البيداغوجية في هذا المجال، وقد وزعت محتويات هذه المطبوعـة علـى   بسيط

  :سبعة محاور أساسية، جاءت على النحو التالي
وجاء بعنوان البرمجة الخطية من خلال التطرق إلى مفهوم البرمجة الخطيـة ومجالاتهـا   : الأول المحور -

ة وأخرى غيـر  الرياضي للبرمجة الخطية، مع تقديم تمارين محلول وافتراضاتها، وكذا كيفية صياغة النموذج
  .محلولة حول هذا المحور

مفهـوم الطريقـة    ، من خلال التطرق إلىوالطريقة البيانيةوجاء بعنوان البرمجة الخطية : الثاني المحور -
انية، مع تقديم تمارين الخطوات الأساسية للحل وفق هذه الطريقة، وكذا الحالات الخاصة للطريقة البيو البيانية
  .ة وأخرى غير محلولة حول هذا المحورمحلول



   دروس وتطبيقات: رياضيات المؤسسة                                                                            
 

 2 

، من خلال التطـرق إلـى   ) السبملكس(الطريقة المبسطة و وجاء بعنوان البرمجة الخطية: الثالث المحور -
سمبلكس في حـالتي  ال -حل مسائل البرمجة الخطية بالطريقة المبسطةو) السبملكس(الطريقة المبسطة مفهوم 

مع تقديم تمارين محلولـة وأخـرى   السمبلكس، -حالات الخاصة للطريقة المبسطة، وكذا الالتخفيضالتعظيم و
  .محلولة حول هذا المحور غير

خصـائص  مفهـوم و أو المقابل، من خلال التطـرق إلـى    الثنائيالبرنامج وجاء بعنوان : الرابع المحور -
نامج الأولي إلى البرنـامج الثنـائي وصـياغة    ، وكذا خطوات تحويل البر)المقابل(ومميزات البرنامج الثنائي 

 .لة حول هذا المحورمع تقديم تمارين محلولة وأخرى غير محلو ،المسألة الثنائية

وجاء بعنوان تحليل الحساسية، من خلال التطرق إلى مفهوم تحليل الحساسية، ثم إلى أثر : المحور الخامس -
المتاحة للقيود، أثر إضافة متغير أو متغيرات جديدة، أثـر   التغير في معاملات دالة الهدف، التغير في الموارد

مع تقـديم تمـارين   إخراج متغير، أثر إضافة قيد جديد، وأخيرا أثر إخراج قيد من المسألة على الحل الأمثل، 
  .لة حول هذا المحورمحلولة وأخرى غير محلو

كيفية صـياغة  م مشكلة النقل، ثم مفهوإلى  مسائل النقل، من خلال التطرقوجاء بعنوان : سالمحور الساد -
مع تقديم مشكلة النقل، لحالات الخاصة مشكلة النقل، وإيجاد الحل الأولي ثم الحل الأمثل لمشكلة النقل، وكذا ال

 .ة وأخرى غير محلولة حول هذا المحورتمارين محلول

 -مجة غير الخطيـة البرمن خلال التطرق إلى وجاء بعنوان مدخل للبرمجة غير الخطية، : المحور السابع -
 -البرمجة غير الخطيـة ، وأمثلية متعدد المتغيرات بدون قيود-البرمجة غير الخطية، ثم أمثلية المتغير المفرد

  .ة وأخرى غير محلولة حول هذا المحورمع تقديم تمارين محلول، ة متعدد المتغيرات ذو قيوديأمثل
في تسهيل فهم ودراسة مقياس رياضيات المؤسسة لكل من وفي الأخير نتمنى أننا وفقنا ولو بالقدر القليل       

قـدم لنـا النصـيحة    له اهتمام بهذا المقياس من أساتذة وباحثين وطلبة، كما نتقدم بالشكر الجزيل لكـل مـن   
  .د البناء الذي يخدم هذا العملوالملاحظات والنق

  
  
  
  
  
  



   دروس وتطبيقات: رياضيات المؤسسة                                                                            
 

 3 

  
  
  
     

 فـي  أهميتهـا  وتكمـن  رياضيات المؤسسة، في همةوالم الأساسية المواضيع من الخطية البرمجة تعتبر      
 القـرار  لتحديد كفؤءة طريقة الخطية البرمجة نموذج يقدم الأنظمة، من كبير عدد سلوك لدارسة وسيلة كونها
 مـن  مجموعـة  إلـى  منهـا  كل يخضع التي البدائل، من كبير عدد بين من )المثلى الاستراتيجية أو( الأمثل

 النمـاذج  ببنـاء  تهـتم  ورياضـية  بيانية أداة الإدارة، وهي أهداف بتحقيق اهميس وبشكل والقيود، المحددات
 .المشاكل التي تواجه الإدارة من لمشكلة الرياضية

  
I.  الخطيةمفهوم البرمجة   

ــة          ــة الخطي ــاليب البرمج ــر أس ــية، وتعتب ــة ورياض ــي أداة بياني ــة ه ــة الخطي                 إن البرمج
Programming) Linear( ساليب البرمجة الرياضية التي تهتم ببناء النماذج الرياضـية لمشـكلة مـن    أحد أ

المشاكل لحلها، وتعلب دورا هاما في الوصول إلى التوزيع الأمثل للموارد المتاحة على الأنشـطة المختلفـة   
  .وفقا للهدف المطلوب

              لمين الرياضـيين  فـي أعمـال العـا    1951بوادر تطبيق البرمجة الخطية لأول مرة سـنة  ظهرت ولقد      
(G.B. Dantzig and T.C. Coopmans) ، وسمي هذا الأسلوب بالبرمجة(Programming)    لأنـه يهـتم

الذي يحقق الهدف المطلوب من بين عدد كبير من البرامج المتاحة، أما  (Program)في البحث عن البرنامج 
ات التي تربط بين مختلف عناصر النموذج الرياضـي  فإنها تعني أن جميع العلاق (Linearity)صفة الخطية 

  .للمشكلة المدروسة هي علاقات خطية
أسلوب رياضي لتوزيع مجموعة من الموارد " وعلى هذا الأساس يمكن تعريف البرمجة الخطية على أنها     

قيـود  والإمكانيات المحدودة على عدد من الحاجيات المتنافسة على هذه الموراد، ضـمن مجموعـة مـن ال   
، وتعتبر نمـاذج  "والعوامل الثابتة، بحيث يحقق هذا التوزيع أفضل نتيجة ممكنةـ أي أن يكون توزيعها مثاليا 

البرمجة الخطية من أبسط وأسهل النماذج الرياضية، والتي يمكن إنشاؤها لمعالجة مشاكل البرمجة الصـناعية  
  .والحكومية الكبرى

 

  البرمجة الخطية: المحور الأول
Linear Programming 
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II. مجالات البرمجة الخطية  
رمجة الخطية في كل المسائل الاقتصادية التي تهدف إلى البحث عن قيم المتغيرات الاقتصـادية  تستخدم الب   

بهدف إيجاد أمثلية الاستخدام في وجود مجموعة من القيود المالية أو التقنية أو هما معا، ومن المواضيع التي 
  :ارية وعلوم التسيير عامة ما يليتستخدم فيها البرمجة الخطية في مجالات العلوم الاقتصادية والمالية والتج

  تخفيضالفي حالة   في حالة التعظيم
 .تعظيم الأرباح -

 .تعظيم الإنتاج -

 .تعظيم طاقات التخزين -

   .واليد العاملة تعظيم استخدام رؤوس الأموال -

 .التكاليف خفيضت -

 .الخسائر تخفيض -

 .عدد العمال تخفيض -

  .الأجور الإجمالية تخفيض -
 

III. ةافتراضات البرمجة الخطي  
لكي تكون نتائج تطبيق نموذج البرمجة الخطية صادقة وموثوق بها من الناحيتين العلمية والعمليـة، ينبغـى     

توفر مجموعة من الشروط الأساسية في صياغة النموذج، ويطلق على هذه الشروط بافتراضـات النمـوذج   
  :الرياضي العام للبرمجة الخطية، هذه الافتراضات يمكن تلخيصها فيما يلي

يقصد به أن تكون العلاقة بين متغيرات دالة الهدف وقيود النمـوذج ذات طبيعـة    :Linearityالخطية  - 1
خطية، أي أن حدوث أي تغييرات في قيمة أحد المتغيرات تؤدي إلى تغيرات ثابتة ومتناسبة فـي قيمـة   

 .المتغيرات الأخرى الداخلة في النموذج

ن تكون معاملات المتغيرات القرارية في دالـة الهـدف   تفترض البرمجة الخطية بأ :Certaintyالتأكد  - 2
 .وقيود النموذج معروفة وثابتة أثناء فترة معالجة المشكلة المدروسة

يقصد به أن تكون مساهمة العوامل في دالة الهدف والكميات المستخدمة  :Proportionalityالتناسبية  - 3
 .غيرات القراريةمن الموارد في القيود متناسبة مع قيمة كل متغير من المت

ويعني إن كل نشاط يتم إضافته يتحد مع مجموعة قيود النموذج، وهـذا يعنـي    :Additivityالإضافية  - 4
 .عدم وجود تداخل بين الأنشطة المختلفة

ويشير إلى إمكانية أن تأخذ بعض المتغيرات القرارية قيما كسرية، ولـيس   :Divisibilityقابلية القسمة  - 5
 .ير عن جميع المتغيرات بأعداد صحيحةبالضرورة أن يتم التعب

x୨) ويقصد به أن تكون قيم المتغيرات القرارية موجبة :Non-Negativityعدم السلبية  - 6 ≥ ، وهـذا  (0
 .يعني أنه ليس من المعقول أن يتم إنتاج عدد سالب من السيارات مثلا
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IV. بناء أو صياغة النموذج الرياضي للبرمجة الخطية  
برمجة الخطية يعود إلى أهمية المشاكل التي يمكن حلها بصفة عامة، ولكن ليس كـل  إن أهمية أسلوب ال    

مشكلة يمكن حلها بأسلوب البرمجة الخطية، حيث يتطلب حل المشكلة بأسلوب البرمجـة الخطيـة أن تتـوفر    
  :ثلاث عناصر أساسية هي

، وإمكانية التعبير عنه وهو الهدف المنشود والمراد تحقيقه :Objective Functionتحديد دالة الهدف  - 1
والحصول على قيمة رقمية له ومحاولة تعظـيم هـذه القيمـة     ،(Linear Function)في صورة دالة خطية 

إذا كان الهدف المنشود هو التعظـيم، أو تقليـل القيمـة     (a Maximum Point) وإيجاد النهاية العظمى لها
 .أو التدنئة خفيضدف هو التإذا كان اله (a Minimum Point)وإيجاد النهاية الصغرى 

أي إمكانية التعبير عن العلاقة بين المتغيـرات القراريـة والامكانيـات     :Constraintsتحديد القيود  - 2
 وهي توضح ما تحتاجه كل وحدة إنتـاج مـن كـل    ،(Linear Constrains)المتاحة في صورة قيود خطية 

  أو معـادلات خطيـة   (Linear Inequalities)مورد من الموارد المتاحة المحـدودة بشـكل متراجحـات    
(Linear Equations)أو خليط منهما وتسمى بالقيود الهيكلية ،. 

إذ يجب أن تكون المتغيرات القرارية في المشكلة قيد الدراسـة   :Non-Negativityشرط عدم السلبية  - 3
௝ݔ)متغيرات موجبة أو معدومة وغير سالبة  ≥ 0). 

  : لتعبير عن الخطوات أعلاه بصيغة رياضية على النحو التاليوبناءا على ما تقدم، يمكن ا  
(ܼ)݊݅ܯ ݎ݋ ݔܽܯ -1 = ∑ ௝ܿ.௡

௝ୀଵ  ௝ݔ

Subject to:                                                     

2- ∑ ∑ ܽ௜௝ .௡
௝ୀଵ

௠
௜ୀଵ ,≥)௝ݔ =,≥) ௜ܾ      

௝ݔ -3 ≥ 0                               

  :حيث أن
∶ يمثل  دالة  الهدف المطلوب تعظيمها  أو تخفيضها ܼ.  

∶ يمثل معامل متغير القرار௝ݔ و تمثل الربح أو التكلفة ௝ܿ.  

. ∶ يمثل  متغير القرار رقم (݆) و يمثل نشاط معين    ௝ݔ 
. كمية  الموارد  المحدودة من النوع  (݅) المخصصة  لكل  وحدة  واحدة من النشاط رقم (݆) ∶ ܽ௜௝   

. تمثل  الموارد  المحدودة من النوع  (݅) ∶ ௜ܾ   
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تقوم إحدى المؤسسات المتخصصة بإنتاج الأجهزة الكهربائية باقتراح خطة لإنتاج نـوعين مـن   : )01( مثال
  .ن الآلات، وذلك من خلال استغلال الطاقة التشغيلية المتاحة لثلاثة أنواع م(A,B) المنتجات

سـاعتين   )02(ساعات في الآلة الثانيـة، و  )03(ساعات في الآلة الأولى، و )06(إلى  (A)يحتاج المنتوج    
ساعات في الآلة الثانيـة،   )05(ساعات في الآلة الأولى، و )04(فيحتاج إلى  (B)في الآلة الثالثة، أما المنتوج 

ساعة للآلة الأولـى   )60(التشغيل المتاحة أسبوعيا هي  ساعات في الآلة الثالثة، علما أن عدد ساعات )03(و
ساعة للآلة الثالثة، وأن الربح المتوقع من بيع الوحدة الواحدة من المنتـوج   )70(ساعة للآلة الثانية و )50(و

(A)  دج من المنتوج  )95(دج، و )80(بلغ(B).  
ما يحقق للمؤسسة أكبر قـدر ممكـن   صياغة البرنامج الخطي لإنتاج عدد الوحدات من المنتوجيتن، بقم ب  -

  .من الأرباح
  :الحل

  :قبل البدء في صياغة البرنامج الخطي للمشكلة، نقوم بتلخيص البيانات في الجدول التالي

  الألات
  عدد ساعات التشغيل  المنتجات

 (B)المنتوج  (A)المنتوج   المتاحة أسبوعيا

  60  4  6  الآلة الأولى

  50  5  3  الآلة الثانية

  70  3  2  الثالثة الآلة

    95  80  الربح المتوقع

يتضح من خلال بيانات مشكلة المزيج الإنتاجي الواردة في الجدول السابق وجود متغيرين قراريين يمـثلان    
  :عدد الوحدات المنتجة من كلا المنتوجين، وعليه نفرض أن

   . (A) يمثل  عدد الوحدات المنتجة  من المنتج ∶    ଵݔ 
   . (B) منتجال ∶ يمثل  عدد الوحدات المنتجة  من     ଶݔ 

∶ يمثل  الأرباح  الكلية المتوقعة ܼ.  
  :ولصياغة البرنامج الخطي للمشكلة ينبغي تحديد ما يلي 
  :بما أن الهدف هو تعظيم الأرباح، إذن فدالة الهدف تكون على الشكل التالي: دالة الهدف -

(ܼ) ݔܽܯ = ଵݔ80 +  ଶݔ95

     :أنحيث 



   دروس وتطبيقات: رياضيات المؤسسة                                                                            
 

 7 

   . (A) يمثل  الربح  من المنتوج ∶  ଵݔ80 

  . (B) يمثل  الربح  من المنتوج ∶  ଶݔ95 

 :وتكون على الشكل التالي: يود المشكلةق -

ଵݔ6:                              قيد الآلة الأولى + ଶݔ4 ≤ 60  
ଵݔ3:                               قيد الآلة الثانية + ଶݔ5 ≤ 50  
ଵݔ2:                               قيد الآلة الثالثة + ଶݔ3 ≤ 70  

  :ويكون على الشكل التالي: شرط عدم السلبية -
.ଵݔ) ଶݔ ≥ 0)  

:وعليه يكون البرنامج الخطي بصيغته النهائية على الشكل التالي  

(ܼ) ݔܽܯ                                                  = ଵݔ80 +   ଶݔ95
ଵݔ6 + ଶݔ4 ≤ 60                                                 

                            s/c   3ݔଵ + ଶݔ5 ≤ 50                                                   
ଵݔ2                                    + ଶݔ3 ≤ 70 
. ଵݔ)                                    (ଶݔ ≥ 0 

الأعلاف الغذائية، وإن كل نوع ترغب مؤسسة في إنتاج العلف الحيواني بإنتاج ثلاث أنواع من  :)02(مثال 
  .الأعلاف يتضمن مزيج من مركبات البروتين والأليافمن 
الألياف، أما النوع الثـاني مـن   كغ من  )50(كغ من البروتين و )20(يحتاج النوع الأول من الأعلاف إلى   

كغ من الألياف، في حين يحتاج النوع الثالث من الألياف  )40(كغ من البروتين و )25(الأعلاف فيحتاج إلى 
  .كغ من الألياف )650(كغ من البروتين و )180(إلى 

دج  )150(دج للنـوع الأول، و  )100(وإن تكاليف شراء المركبات الداخلى في كل نوع من الأعلاف هي   
  .دج للنوع الثالث )120(للنوع الثاني و

صياغة البرنامج الخطي لإنتاج الأعلاف الغذائية الثلاثة، بما يجعل تكاليف إنتاج الأعلاف أقـل مـا   قم ب  -
 .يمكن

  :الحل
  :قبل البدء في صياغة البرنامج الخطي للمشكلة، نقوم بتلخيص البيانات في الجدول التالي 
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  الاحتياجات الدتيا  غذائيةالأعلاف ال  مركباتال
  النوع الثالث النوع الثاني النوع الأول  )كغ(

  180  30  25  20  البروتين

  650  60  40  50  الألياف

    120  150  100  تكاليف الشراء

يتضح من خلال بيانات مشكلة المزيج الغذائي الواردة في الجدول السابق وجود ثلاثـة متغيـرات قراريـة      
  :نتجة من الأنواع الثلاثة من الأعلاف، وعليه نفرض أنتمثل الكميات الم

 . ∶ يمثل  الكميات المنتجة للنوع  الأول من الأعلاف    ଵݔ 
 . ∶ يمثل  الكميات المنتجة للنوع  الثاني من الأعلاف    ଶݔ 
 . ∶ يمثل  الكميات المنتجة للنوع  الثالث من الأعلاف    ଷݔ 

. اليفالتك  الكلية المتوقعة ∶ تمثل   ܼ   
  :ولصياغة البرنامج الخطي للمشكلة ينبغي تحديد ما يلي 
  :تكون على الشكل التاليبما أن الهدف هو تقليل التكاليف، إذن فدالة الهدف : دالة الهدف -

(ܼ) ݊݅ܯ = ଵݔ100 + ଶݔ150 +  ଷݔ120

     :أنحيث 
   . ∶ يمثل  تكاليف النوع  الأول من الأعلاف  ଵݔ100

 . ∶ يمثل  تكاليف النوع  الثاني من الأعلاف  ଶݔ150

 . ∶ يمثل  تكاليف النوع  الثالث من الأعلاف ଷݔ120   

 :وتكون على الشكل التالي: يود المشكلةق -

ଵݔ20:                                 قيد البروتين + ଶݔ25 + ଶݔ30 ≥ 180  
ଵݔ50                :                    الأليافقيد  + ଶݔ40 + ଶݔ60 ≥ 650  
  :ويكون على الشكل التالي: شرط عدم السلبية -

,ଵݔ) ଷݔ,ଶݔ ≥ 0)  

:وعليه يكون البرنامج الخطي بصيغته النهائية على الشكل التالي  
(ܼ) ݊݅ܯ     = ଵݔ100 + ଶݔ150 +            ଷݔ120

ଵݔ20         + ଶݔ25 + ଷݔ30 ≥ 180                         
                  s/c      50ݔଵ + ଶݔ40 + ଷݔ60 ≥ 650                                                  
. ଵݔ)                             .ଶݔ (ଷݔ ≥ 0 
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V. تمارين محلولة  
، وترغـب فـي   )3، 2، 1(بإنتاج ثلاثة أنواع من المنتجات تقوم إحدى المؤسسات الصناعية  :التمرين الأول

تحديد عدد الوحدات التي يجب إنتاجها يوميا من كل منتوج بحيث تحصل على أكبر ربح ممكن، يتطلب إنتاج 
الـزمن  والجدول التالي يبـين   ،)I ،II، III(الوحدة الواحدة من كل منتوج المرور على ثلاث عمليات إنتاجية 

لازم لإنتاج الوحدة الواحدة من كل منتوج من العمليات المختلفة، وكذلك الربح المحقق من الوحدة ال) بالدقائق(
  .الواحدة والزمن الكلي المتاح للعمليات الثلاثة

  العمليات
  لتشغيلالزمن المتاح ل  الزمن المطلوب لإنتاج المنتجات الثلاثة

  (3)المنتوج  (2)المنتوج  (1)المنتوج   )يوميا/دقيقة(
  I  2  2  3  60العملية 

  II  5  0  4  50العملية 

  III  3  6  0  70العملية 

    7  4  5  ربح الوحدة الواحدة

 صياغة البرنامج الخطي لإنتاج عدد الوحدات من المنتجات الثلاث، بما يحقق للمؤسسة أكبـر   :المطلوب
  .قدر ممكن من الأرباح

  :الحل
لواردة في الجدول السابق وجود ثلاثة متغيـرات قراريـة   يتضح من خلال بيانات مشكلة المزيج الإنتاجي ا  

  :تمثل عدد الوحدات المنتجة من الأنواع الثلاثة من المنتجات، وعليه نفرض أن

   . ∶ يمثل  عدد الوحدات المنتجة من المنتوج  الأول    ଵݔ 
   . ∶ يمثل  عدد الوحدات المنتجة من المنتوج  الثاني    ଶݔ 
  . لمنتوجا  الثالث ∶ يمثل  عدد الوحدات المنتجة من     ଷݔ 

 . ∶ يمثل  الأرباح  الكلية المتوقعة ܼ   
  :ولصياغة البرنامج الخطي للمشكلة ينبغي تحديد ما يلي 
  :بما أن الهدف هو تعظيم الأرباح، إذن فدالة الهدف تكون على الشكل التالي: دالة الهدف -

(ܼ) ݔܽܯ = ଵݔ5 + ଶݔ4 +  ଷݔ7
     :أنحيث 

   . یمثل  الربح  من المنتوج الأول ∶  ଵݔ5 
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   . ∶ يمثل  الربح  من المنتوج الثاني  ଶݔ4 

    . ∶ يمثل  الربح  من المنتوج الثالث    ଷݔ7 

 :وتكون على الشكل التالي: يود المشكلةق -

ଵݔ2:                                 قيد العملية الأولى + ଶݔ2 + ଷݔ3 ≤ 420  
ଵݔ5:                                  قيد العملية الثانية + ଷݔ2 ≤ 440  
ଵݔ3:                                  قيد العملية الثالثة + ଶݔ6 ≤ 465  

  :ويكون على الشكل التالي: شرط عدم السلبية -
.ଵݔ) ଷݔ.ଶݔ ≥ 0)  

:بصيغته النهائية على الشكل التالي وعليه يكون البرنامج الخطي  

(ܼ) ݔܽܯ                                               = ଵݔ5 + ଶݔ4 +       ଷݔ7
ଵݔ2 + ଶݔ2 + ଷݔ3 ≤ 420                                                       

                    s/c         5ݔଵ + ଷݔ2 ≤ 440          
ଵݔ3                                  + ଶݔ6 ≤ 465 
. ଵݔ)                                  (ଷݔ.ଶݔ ≥ 0 

، )2(و  )1(تقوم مؤسسة متخصصة في إنتاج الملابس الرياضية بإنتاج منتوجين أساسيين : التمرين الثاني
  : يلخص العملية الإنتاجية، وفيما يلي جدول (A ,B)حيث تتم عملية الإنتاج في مصنعين مستقلين هما 

  

  

  
  
  
  

 صياغة البرنامج الخطي لإنتاج عدد الوحدات من المنتوجين، بما يحقق للمؤسسة أكبـر قـدر    :لمطلوبا
 .ممكن من الأرباح

  
  

  المصانع
الطاقة   )2(المنتوج وحدة من   )1(المنتوج وحدة من 

  تكاليف الإنتاج  الساعات اللازمة  تكاليف الإنتاج  الساعات اللازمة  الإنتاجية
  A 4  8  3  7  2000مصنع ال

  B 3  5  5  8  2500المصنع 

    10  15  سعر بيع الوحدة
  1000  800  الخطة الإنتاجية
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  : الحل
يتضح من خلال بيانات مشكلة المزيج الإنتاجي الواردة في الجدول السابق وجود أٍربعة متغيـرات قراريـة    

  :ت المنتجة من المنتوجين في كل مصنع، وعليه نفرض أنتمثل عدد الوحدا
. A  يمثل  عدد الوحدات المنتجة من المنتوج  الأول في المصنع ∶    ଵଵݔ 
 . B  يمثل  عدد الوحدات المنتجة من المنتوج  الأول في المصنع ∶    ଵଶݔ 
. A  يمثل  عدد الوحدات المنتجة من المنتوج  الثاني في المصنع ∶    ଶଵݔ 
 . B يمثل  عدد الوحدات المنتجة من المنتوج  الثاني في المصنع ∶    ଶଶݔ 

 . ∶ يمثل  الأرباح  الكلية المتوقعة ܼ   
  :ولصياغة البرنامج الخطي للمشكلة ينبغي تحديد ما يلي 
صنع بما أن الهدف هو تعظيم الأرباح، يجب حساب الربح الوحدوي لكل منتوج في كل م: دالة الهدف -

 :         كما يلي

7 = 8 − 15 = A الربح الوحدوي للمنتوج الأول في المصنع   
10 = 5 − 15 = B الربح الوحدوي للمنتوج الأول في المصنع  

3 = 7 − 10 = A الربح الوحدوي للمنتوج الثاني في المصنع  

2 = 8 − 10 = B الربح الوحدوي للمنتوج الثاني في المصنع  

  :إذن فدالة الهدف تكون على الشكل التالي
(ܼ) ݔܽܯ = ଵଵݔ7 + ଵଶݔ10 + ଶଵݔ3 +  ଶଶݔ2

 :وتكون على الشكل التالي: يود المشكلةق -

ଵଵݔ4      :                            قيد المصنع الأول + ଶଵݔ3 ≤ 2000  
ଵଶݔ3:                                  قيد المصنع الثاني + ଶଶݔ5 ≤ 2500  

ଵଵݔ       :                للمنتوج الأولقيد الخطة الإنتاجية  + ଵଶݔ ≥ 800  

ଶଵݔ    :                 قيد الخطة الإنتاجية للمنتوج الثاني + ଶଶݔ ≥ 1000  
  :ويكون على الشكل التالي: شرط عدم السلبية -

.ଵଵݔ) .ଵଶݔ .ଶଵݔ ଶଶݔ ≥ 0)  

:ى الشكل التاليوعليه يكون البرنامج الخطي بصيغته النهائية عل  
 

−تكلفة إنتاج الوحدة سعر بيع الوحدة =  الربح الوحدوي
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(ܼ) ݔܽܯ            = ଵଵݔ7 + ଵଶݔ10 + ଶଵݔ3 +  ଶଶݔ2
ଵଵݔ4 + ଶଵݔ3 ≤ 2000                                                        

ଵଶݔ3                                   + ଶଶݔ5 ≤ 2500          
                  s/c            ݔଵଵ + ଵଶݔ ≥ 800    
ଶଵݔ                                  + ଶଶݔ ≥ 1000                  
.ଵଵݔ)                                  .ଵଶݔ .ଶଵݔ ଶଶݔ ≥ 0)    

 كغ من خلـيط  1400استلمت مؤسسة مختصة في الصناعات الكيميائية طلبا للحصول على : التمرين الثالث

  :بالمواصفات التالية (A, B, C)مكون من ثلاث مركبات 
 .Aكغ من المركب  400يجب أن لا يحتوي الخليط على أكثر من  -

 .Bكغ من المركب  200يجب أن يحتوي الخليط على الأقل على  -

 .Cكغ من المركب  150يجب أن يحتوي الخليط على الأقل على  -

  .دج 4دج،  3دج،  2: هي على التوالي (A, B, C)المركبات علما أن تكلفة إنتاج الكيلوغرام الواحد من 
 صياغة البرنامج الخطي لإنتاج المركبات الثلاثة، بما يجعل تكاليف إنتاج هذه المركبات أقل ما  :المطلوب

  .يمكن
  :الحل

يتضح من خلال معطيات وجود ثلاثة متغيرات قرارية تمثل الكميات المنتجة مـن الأنـواع الثلاثـة مـن       
  :ركبات، وعليه نفرض أنالم

  . A يمثل  الكميات المنتجة للمركب ∶    ଵݔ 
   . B يمثل  الكميات المنتجة للمركب ∶    ଶݔ 
  . C يمثل  الكميات المنتجة للمركب ∶    ଷݔ 

. ∶ تمثل  التكاليف  الكلية المتوقعة ܼ   
  :ولصياغة البرنامج الخطي للمشكلة ينبغي تحديد ما يلي 
  :تكون على الشكل التاليبما أن الهدف هو تقليل التكاليف، إذن فدالة الهدف : الهدف دالة -

(ܼ) ݊݅ܯ = ଵݔ2 + ଶݔ3 +  ଷݔ4

     :أنحيث 

  . A يمثل  تكاليف إنتاج المركب ∶  ଵݔ2 
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 . B يمثل  تكاليف إنتاج المركب ∶  ଶݔ3 

  . C يمثل  تكاليف إنتاج المركب ∶  ଷݔ4 

 :وتكون على الشكل التالي: د المشكلةيوق -

ଵݔ:                               A قيد المركب ≤ 400  
ଶݔ:                               Bقيد المركب  ≥ 200 

ଷݔ:                               Cقيد المركب  ≥ 150  
ଵݔ   :                              قيد الطلبية + ଶݔ + ଷݔ = 1400 

  :ويكون على الشكل التالي: شرط عدم السلبية -
.ଵݔ) ଷݔ.ଶݔ ≥ 0)  

:وعليه يكون البرنامج الخطي بصيغته النهائية على الشكل التالي  

(ܼ) ݊݅ܯ  = ଵݔ2 + ଶݔ3 +            ଷݔ4
ଵݔ          ≤ 400                                             

ଶݔ                                 ≥ 200        
                  s/c          ݔଷ ≥ 150          
ଵݔ                                 + ଶݔ + ଷݔ = 1400     
.ଶݔ. ଵݔ)                                 (ଷݔ ≥ 0 
 

VI. تمارين غير محلولة  
الكراسي، الطاولات، الخزائن، حيـث تمـر   : ج إحدى مؤسسات النجارة ثلاث منتجات هيتنت :التمرين الأول

 140سـاعة،   200: عملية إنتاج هذه المنتجات عبر ثلاث ورشات طاقة العمل القصوى فيها هي على التوالي
  :ساعة عمل يوميا، حيث أن 300ساعة و

ساعة عمل في الورشـة   14الأولى، و ساعة عمل في الورشة 20إنتاج وحدة واحدة من الكراسي يتطلب  -
 .ساعات عمل في الورشة الثالثة 10الثانية، و

ساعة عمل في الورشـة   20ساعة عمل في الورشة الأولى، و 18يتطلب  الطاولاتإنتاج وحدة واحدة من  -
 .ساعات عمل في الورشة الثالثة 5الثانية، و

ساعة عمل فـي الورشـة    20شة الأولى، وساعة عمل في الور 25يتطلب  الخزائنإنتاج وحدة واحدة من  -
 .ساعات عمل في الورشة الثالثة 10الثانية، و



   دروس وتطبيقات: رياضيات المؤسسة                                                                            
 

 14 

 200دج، أما ربح الوحدة الواحدة من الطاولات هو  400مع العلم أن ربح الوحدة الواحدة من الكراسي هو  

  .دج كذلك 200دج، في حين أن ربح الوحدة الواحدة من الخزائن هو 
 الخطي لإنتاج عدد الوحدات من المنتجات الثلاث، بما يحقق للمؤسسة أكبـر  صياغة البرنامج  :المطلوب

  .قدر ممكن من الأرباح
، والجدول التالي يلخـص  (A, B)في ورشتين مستقلتين  )2(و) 1(تقوم مؤسسة بإنتاج آلتين : التمرين الثاني
   :ظروف الإنتاج

 
 

  

 

 

، Aالمصنوعة في الورشـة   )1(دج للوحدة بالنسبة للآلة  800مع العلم أن الهامش الإجمالي المنتظر هو     
، أما الهامش Bمصنوعة في الورشة ال) 1(دج للوحدة بالنسبة للآلة  1500الهامش الإجمالي المنتظر هو وأن 

الهـامش  ، في حـين أن  Aالمصنوعة في الورشة  )2(دج للوحدة بالنسبة للآلة  1000الإجمالي المنتظر هو 
  .Bالمصنوعة في الورشة  )1(دج للوحدة بالنسبة للآلة  1200الإجمالي المنتظر هو 

 ن، بما يحقق للمؤسسة أكبر قدر ممكـن  صياغة البرنامج الخطي لإنتاج عدد الوحدات من الآلتي :المطلوب
  .من الأرباح
 باسـتخدام نـوعين مـن المـواد الأوليـة      (A, B, C)تنتج مؤسسة ثلاث منتجـات هـي   : التمرين الثالث

(MPଵ, MPଶ)والجدول التالي يوضح استخدام المواد الأولية في انتاج المنتجات الثلاث ،:  

  :علما أن
 .وحدة 100معا يجب أن لا تقل عن  (A,B)إجمالي مبيعات المنتوجين  -

 الورشات
الساعات   الساعات اللازمة لإنتاج وحدة واحدة

  )2( لةالآ  )1( لةالآ  ةالمتاح
  A 1  2  400 ورشةال

  B 3  4  600 ورشةال

   200  300  الإنتاج المتوقع

 المواد الأولية
الكميات   حدة واحدةاللازمة لإنتاج و الكميات

 Cالمنتوج   B المنتوج  A المنتوج  المتاحة

  MPଵ 2  3  4  800 المادة

  MPଶ 1  1  6  100 المادة
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 .وحدة 120وحدة وأن لا تزيد عن  40يجب أن لا تقل عن  Cمبيعات المنتوج  -

 .وحدة 500تخزينية المتاحة هي الطاقة ال -

  .دج للوحدة من كل منتوج على التوالي 12دج و 8دج،  10تقدر بـ  (A, B, C)تكلفة الإنتاج للمنتجات  -
 صياغة البرنامج الخطي لإنتاج المنتجات الثلاثة، بما يجعل تكاليف إنتاج هذه المنتجات أقل مـا   :المطلوب

  .يمكن
,Pଵ)ج منتوجين هما تقوم مؤسسة بإنتا :التمرين الرابع Pଶ)  في ورشتين(A,B) لـدى المؤسسـة خطـة    ، إذ

، أمـا الطاقـة   Pଶوحدة من  10000، والطلب في السوق محدود بـ Pଶوحدة من  7000الإنتاج السنوية بـ 
  :، وفيما يلي ظروف الإنتاجPଵوحدة، والطلب في السوق غير محدود لـ  800تقدر بـ  Pଵالإنتاجية لـ 

 .Pଶساعات لإنتاج وحدة من المنتوج  5و Pଵساعات لإنتاج وحدة من المنتوج  4تتطلب : Aالورشة  -

 .Pଶساعات لإنتاج وحدة من المنتوج  6و Pଵساعات لإنتاج وحدة من المنتوج  3تتطلب : Bالورشة  -

 .ساعة 600هي  Bساعة وفي الورشة  500هي   Aالطاقة الإنتاجية في الورشة  -

,Pଵ)امش على التكلفة المتغيرة للمنتوجين اله - Pଶ) دج لكل منتوج على التوالي 40دج و 25: هي .  
 صياغة البرنامج الخطي لإنتاج المنتوجين، بما يجعل تكاليف إنتاج هذه المنتجين أقل ما يمكن :المطلوب.  
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تجعل دالة الهدف في أمثل قيمة لهـا دون تجـاوز    بحل البرنامج الخطي إيجاد قيم المتغيرات التي يقصد     

، وهناك عدة طرق للتوصل إلى حل مسـائل  خفيضحدود القيود، سواء كانت دالة الهدف في حالة تعظيم أو ت
البرمجة الخطية، إذ يتوقف استخدام أي من هذه الطرق على طبيعة المشكلة وحجمها، ومن بين هذه الطـرق  

  .ي تستخدم إذا كان البرنامج الخطي يحتوي على متغيرين فقط، والتالطريقة البيانية هناك
 
I. مفهوم الطريقة البيانية 

تعتبر الطريقة البيانية وسيلة أولية لحل مسائل البرمجة الخطية، كما تعد من أبسط الطرق التي تهدف إلى     
، وخاصة ...)ق، مسائل الأفرادمسائل الإنتاج، مسائل التسوي(إيجاد الحلول المناسبة للمسائل الإدارية المختلفة 

 نمـاذج  حـل  فـي  الطريقة هذه تمتازوتلك المتعلقة باتخاذ القرارات ذات المواضيع الفنية والمعايير الكمية، 

 إطـار  في تتم والتي الأولى بالدرجة البياني الرسم على وتعتمداستخدامها،  وسهولة ببساطتها الخطية البرمجة

كان البرنامج الخطـي  إذا  أنها تستخدم فقطالطريقة إلا أنه ومن بين سلبيات هذه والعمودية،  الأفقية الإحداثيات
 يـتم  حيـث  ،يحتوي على متغيرين فقط، إذ يتعذر رسم البرنامج في حالة احتواءه على أكثر مـن متغيـرين  

 ـ المتغيرين قيم تكون أن لوجوب وذلك ع الأول من المعلم المتعامد والمتجانسالرب استخدام  ة،موجبة أو معدوم
  .السلبية عدم شرط وهو ألا الخطية البرمجة شروط أحد يمثل والذي

  
II. خطوات الحل وفق الطريقة البيانية  
  :للوصول إلى حل مسائل البرمجة الخطية وفقا لهذه الطريقة نتبع الخطوات التالية 
 .على معلم متعامد ومتجانس xଶوالثاني عمودي وليكن  xଵرسم محورين أحدهما أفقي وليكن  -

، إن عمليـة  (=)إلـى  ) ≥،≤(رسم القيود بعد تحويل المتراجحات إلى معادلات وذلك بتحويل إشـارات   -
التحويل هذه تجعل القيد في صيغة يمكن تمثيلها بخط مستقيم، ولمعرفة نقاط تقاطع الخـط المسـتقيم مـع    

xଵيفرض أن  xଶالمحور  = نقطة تقاطع الخط المستقيم  ولمعرفة .xଶ، ثم يتم حل المعادلة بالنسبة إلى 0

  حل مسائل البرمجة الخطية بالطريقة البيانية: المحور الثاني
Linear  Programming – The Graphical Method 
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xଶيفرض أن  xଵمع المحور  = ، ويتم تحديد نقاط التقاطع علـى  xଵ، ثم يتم حل المعادلة بالنسبة إلى  0
,xଵ)المحورين  xଶ) ثم يتم الربط بينهما بخط مستقيم.  

 طق الحل، والتي ، وهي منطقة تقاطع منا(Feasible Region Solutions) ةالممكن ولتحديد منطقة الحل -

تقع ضمنها جميع النقاط التي تحقق جميع القيود في آن واحد، وأن شرط عدم السلبية تحدد منطقة الحـل   -
 .في الربع الأول من المعلم المتعامد والمتجانس

، ويكون الحل هو أكبر قيمـة فـي   ةالممكن ولمن منطقة الحل (Optimal Solution)تحديد الحل الأمثل  -
  .أو تقليل تخفيضذا كانت دالة الهدف تعظيم، وأصغر قيمة إذا كانت دالة الهدف الشكل الناتج إ

 البيانية التالي باستخدام الطريقةحل البرنامج الخطي : )01(مثال 

(ܼ) ݔܽܯ                                           = ଵݔ5 +                                    ଶݔ6

ଵݔ2               + ଶݔ3 ≤ 30                                        
                 s/c         5ݔଵ + ଶݔ4 ≤ 60                                                 
. ଵݔ)                              (ଶݔ ≥ 0 

  :الحل
  :ليةللقيام بحل البرنامج الخطي السابق نتبع الخطوات التا

 : تحويل القيود من متراجحات إلى معادلات كما يلي -

ଵݔ2                            + ଶݔ3 = 30 … … … … . . … … . . (1)                                   
               s/c         5ݔଵ + ଶݔ4 = 60. … … … … … … … (2)                                                 

 :ولذلك نستعين بالجدول التالي: راض القيم كل معادلة من المعادلتين السابقتينافت  -

  ૛ܠالمتغير المتغير૚ܠ  المعادلة
 

2x1 + 3x2 = 30   
0  10  

15  0  

 
5x1 + 4x2 = 60   

0  15  
12  0  

 :رسم المعادلات على معلم متعامد ومتجانس كما هو موضح في الشكل التالي -
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 .(A, B, C, D)منطقة محدودة بالنقاط هذه المن الشكل السابق يتضح بأن : ول الممكنةمنطقة الحل تحديد -

 وهناك طريقتين ، (A, B, C, D)ولذلك يجب تحديد احداثيات النقاط الأربعة السابقة : تحديد الحل الأمثل -

 :لتحقيق ذلك

 وذلك بإسقاط النقطة على محور الفواصل :الطريقة البيانية )x1 (ومحور التراتيب )x2(  وهذا في حالـة ،
  .بدقة تامة، وفي حالة العكس نلجأ إلى الطريقة الجبرية الشكل البيانيرسم 

 لمعرفة إحداثيات أي نقطة لابد أولا من تحديد المستقيمين اللذان تقاطعا لتشكيلها وبعـد   :الطريقة الجبرية
  :ذلك نأخذ معادلتيهما ونحل الجملة كالتالي

محـور  يمكن تحديد احداثياتها مباشرة من الرسم البياني باعتبارهـا تقـع علـى     (A, B, D)قاط بالنسبة للن 
 A=(0,0),     B=(0,10),     D=(12,0): ، وبالتالي احداثياتها هي)x2( أو محور التراتيب )x1(الفواصل

ني، ولإيجاد احداثياتها لابـد  فهي تمثل نقطة تقاطع المستقيمين الذان يمثلان القيدين الأول والثا  Cأما النقطة  
 : من حل جملة معادلتين كما يلي

ଵݔ2                        + ଶݔ3 = 30 … … … … . . … … . .            نضرب في(5)                    (1)
ଵݔ5                             + ଶݔ4 = 60. … … … … … … …         نضرب في (2)                     (2)

ଶݔ7: نجد أن) 1(من المعادلة ) 2(قوم بطرح المعادلة ن    = 30       ⇒ ଶݔ   = ଷ଴
଻

            
ଵݔ2:                         نجد أن) 1(بالتعويض في المعادلة    = ଵଶ଴

଻
       ⇒ ଵݔ   = ଺଴

଻
    

଺଴            (:هي   Cإذن إحداثيات النقطة   
଻

, ଷ଴
଻

 C=( 

  :يجاد الحل الأمثل للبرنامج الخطي، نستخدم الجدول التاليولإ   

0

5

10

15

20

0 5 10 15 20

الحلول  منطقة
الممكنة

B

A
C

D

x2

x1(1)(2)12
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  دالة الهدفقيمة   ૛࢞المتغير المتغير૚࢞  النقاط
A=(0,0)  0  0  0  

B=(0,10)  0  10  60  

)૟૙
ૠ

, ૜૙
ૠ

 C=(  ૟૙
ૠ

   ૜૙
ૠ

   ૝ૡ૙
ૠ

   

D=(12,0)  12  0  60  

଺଴(فإن النقطة  بما أن دالة الهدف في حالة تعظيم  
଻

, ଷ଴
଻

 C=(  للبرنـامج الخطـي السـابق    تمثل الحل الأمثل
 :  بحيث قيم الحل الأمثل هي

        
 للحصول على أكبر ربح ممكن والمقدر بـ : التفسير الاقتصادي للنتائجସ଼଴

଻
ܼ(دج   = ସ଼଴

଻
يجب على  )

଺଴المؤسسة إنتاج 
଻

ଵݔ(وحدة من المنتوج الأول   = ଺଴
଻

ଷ଴وإنتاج ، )
଻

ଷ଴=(وحدة من المنتوج الثاني  
଻

 ).ଶݔ 

  

  

  

 

  
  
  
 

  :باستخدام الطريقة البيانيةالتالي حل البرنامج الخطي  :)02(مثال 
(ܼ) ݊݅ܯ  = ଵݔ +                                    ଶݔ

ଵݔ2             + ଶݔ ≥ 12                                        
                 s/c         5ݔଵ + ଶݔ8 ≥ 74 
ଵݔ                               + ଶݔ6 ≥ 24              
. ଵݔ)                              (ଶݔ ≥ 0 

  :الحل
  :للقيام بحل البرنامج الخطي السابق نتبع الخطوات التالية

  :ملاحظات
 .أن منطقة الحل على يمين أو أعلى الخط المستقيم الممثل للقيد) ≥(تعني علامة  -

 .أن منطقة الحل على يسار أو أسفل الخط المستقيم الممثل للقيد) ≤(تعني علامة  -

تكون منطقة الحل محصـورة بـين تقـاطع    ) ≥(كانت جميع قيود البرنامج الخطي أقل أو يساوي  إذا -
 ).0، 0(المستقيمات ونقطة الأصل 

منطقة الحل تكون أبعد إذا كانت قيود البرنامج الخطي على شكل أكبر من أو أقل من أو يساوي، فإن  -
 ).0، 0(من نقطة الأصل 

ܼ =
480

7 ଵݔ         , =
60
7 , ଶݔ      =

30
7  
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 : لات كما يليتحويل القيود من متراجحات إلى معاد -

ଵݔ2                             + ଶݔ = 12 … … … … . . … … . . (1)                                        
                 s/c       5ݔଵ + ଶݔ8 = 74. … … … … … … … (2)         
ଵݔ                              + ଶݔ6 = 24. … … … … … … … (3)    

 :ولذلك نستعين بالجدول التالي: عادلة من المعادلتين السابقتينقيم كل مافتراض   -

  ૛࢞المتغير المتغير૚࢞  المعادلة
 

ଵݔ2 + ଶݔ3 = 30   
0  12  
6  0  

 
ଵݔ5 + ଶݔ4 = 60   

0  ଷ଻
ସ

   
଻ସ
ହ

   0  

ଵݔ + ଶݔ6 = 24  
0  4  

24  0  
 :ح في الشكل التاليرسم المعادلات على معلم متعامد ومتجانس كما هو موض -

 
 .(A, B, C, D) منطقة محدودة بالنقاط هذه المن الشكل السابق يتضح بأن : ول الممكنةتحديد منطقة الحل -

 : (A, B, C, D)ولذلك يجب تحديد احداثيات النقاط الأربعة السابقة : تحديد الحل الأمثل -

 محور الفواصلرسم البياني باعتبارها تقع على ا مباشرة من الميمكن تحديد احداثياته (A,D) تينطبالنسبة للنق
)x1( أو محور التراتيب )x2(وبالتالي احداثياتها هي ، :A=(0,12),   D=(24,0). 

فهي تمثل نقطة تقاطع المستقيمين الذان يمثلان القيدين الأول والثاني، ولإيجاد احداثياتها لابـد   Bأما النقطة  
   : من حل جملة معادلتين كما يلي

0

2

4

6

8

10

12

14

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28

Bالحلول  منطقة

A

C

D

x2

x1(2)(1) (3)

37⁄4

74⁄5
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ଵݔ2                           + ଶݔ = 12 … … … … . . … … . .         نضرب في (5)                    (1)
ଵݔ5                            + ଶݔ8 = 74 … … … … … … …      نضرب في (2)                    (2)

: نجد أن) 1(من المعادلة ) 2(نقوم بطرح المعادلة      ଶݔ11 = 88       ⇒ ଶݔ   = 8             

ଵݔ2:                         نجد أن) 1(بالتعويض في المعادلة    = 4       ⇒ ଵݔ   = 2    
,2            (:هي   Bإذن إحداثيات النقطة   8 B=( 

اتها لابـد  فهي تمثل نقطة تقاطع المستقيمين الذان يمثلان القيدين الثاني والثالث، ولإيجاد احـداثي  Cأما النقطة 
 : من حل جملة معادلتين كما يلي

ଵݔ5                         + ଶݔ8 = 74 … … … … … … … (2)                                            
ଵݔ                    + ଶݔ6 = 24. … … … … … … …  نضرب في (5)                         (3)

ଶݔ22: نجد أن) 1(دلة من المعا) 2(نقوم بطرح المعادلة     = 46       ⇒ ଶݔ   = ଶଷ
ଵଵ

               

ଵݔ11:                         نجد أن )3(بالتعويض في المعادلة    = 126       ⇒ ଵݔ   = ଵଶ଺
ଵଵ

    
ଵଶ଺            (:هي   Cإذن إحداثيات النقطة  

ଵଵ
, ଶଷ
ଵଵ

 C=(   

  :نامج الخطي، نستخدم الجدول التاليولإيجاد الحل الأمثل للبر   
  دالة الهدفقيمة   ૛࢞المتغير المتغير૚࢞  النقاط

A=(0,12)  0  12  12  

B=(2,8)  2  8  10  
)ଵଶ଺

ଵଵ
, ଶଷ
ଵଵ

 C=(  ଵଶ଺
ଵଵ

   ଶଷ
ଵଵ

   ଵସଽ
ଵଵ

   
D=(24,0)  24  0  24  

للبرنامج الخطي السـابق بحيـث    الأمثل تمثل الحل B=(2,8)بما أن دالة الهدف في حالة تقليل فإن النقطة    
 :        قيم الحل الأمثل هي

 دج  10بــ   ةوالمقـدر تحقيق أقل تكلفة ممكنة ل: التفسير الاقتصادي للنتائج)ܼ = يجـب علـى    )10
ଵݔ(من المنتوج الأول  وحدتينالمؤسسة إنتاج  =  ).ଶݔ 8=(من المنتوج الثاني  وحدات 8و إنتاج  ،)2

  
III. اصة للطريقة البيانيةخالحالات ال  
إن مسائل البرمجة الخطية التي تم دراستها وحلها في الأمثلة السابقة باستخدام الطريقة البيانية، اتصفت بأن   

إلا أنه تصادفنا في الحياة العمليـة بعـض الحـالات     ،(Unique Optimal Solution)لها حل أمثل وحيد 
  :مراعاتها عند الحلالنادرة لمسائل أخرى للبرمجة الخطية ينبغى 

ܼ = ଵݔ         ,10 = 2, ଶݔ      = 8 
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وهي احتمال وجود أكثر من حل أمثل لمسائل البرمجة الخطية، كما يوضحه المثـال   :تعدد الحلولحالة   - 1
 :التالي

  :التالي باستخدام الطريقة البيانيةحل البرنامج الخطي : )03(مثال 
(ܼ) ݔܽܯ  = ଵݔ2 +                                    ଶݔ4

ଵݔ4           + ଶݔ8 ≤ 40                                        
                s/c         ݔଵ              ≤ 6 
ଶݔ                                          ≤ 4              
. ଵݔ)                             (ଶݔ ≥ 0 

  :الحل
  :نتبع الخطوات التالية للقيام بحل البرنامج الخطي السابق 
 : تحويل القيود من متراجحات إلى معادلات كما يلي -

ଵݔ4                            + ଶݔ8 = 40 … … … … . . … … . . (1)                                   
                s/c        ݔଵ              = 6. … … … … … . … … … (2)         
ଶݔ                                           = 4 … … … . … … … … … (3)    

 :ولذلك نستعين بالجدول التالي: قيم كل معادلة من المعادلتين السابقتينافتراض   -

  ૛ܠالمتغير المتغير૚ܠ  المعادلة
 

ଵݔ4 + ଶݔ8 = 40   
0  5  

10  0  
ଵݔ          = 6  6  0  
ଶݔ          = 4 0 4  

 :لى معلم متعامد ومتجانس كما هو موضح في الشكل التاليرسم المعادلات ع -

 
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

الحلول  منطقة
الممكنة

B

A

C

D

x2

x1

(3)

(2)

(1)

E
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 .(A, B, C, D,E)منطقة محدودة بالنقاط هذه المن الشكل السابق يتضح بأن :ول الممكنةتحديد منطقة الحل -

 : (A, B, C,D,E)ولذلك يجب تحديد احداثيات النقاط الثلاثة السابقة : تحديد الحل الأمثل -

محـور  ا مباشرة من الرسم البياني باعتبارها تقـع علـى   ميمكن تحديد احداثياته (A,B,E) تينطبالنسبة للنق
 .E=(6,0)  A=(0,0),   B=(0,4) ,:، وبالتالي احداثياتها هي)x2( أو محور التراتيب) x1( الفواصل

اتها لابـد  فهي تمثل نقطة تقاطع المستقيمين الذان يمثلان القيدين الأول والثالث، ولإيجاد احداثي Cأما النقطة  
 : من حل جملة معادلتين كما يلي

ଵݔ4                          + ଶݔ8 = 40 … … … … . . … … . . (1)                                                     
ଶݔ                 = 4. … … … . … … . … … (3)                       

ଵݔ4:    نجد أن) 1(في المعادلة ) 3(المعادلة بتعويض     = 8       ⇒ ଵݔ   = 2    
,2            (:هي Cإذن إحداثيات النقطة    4 C=( 

فهي تمثل نقطة تقاطع المستقيمين الذان يمثلان القيدين الأول والثاني، ولإيجاد احداثياتها لابـد   Dأما النقطة   
 : من حل جملة معادلتين كما يلي

ଵݔ4                             + ଶݔ8 = 40 … … … … . . … … . . (1)                                         
ଵݔ                           = 6 … … … . . … . . . . … … (2)                       

ଶݔ8: نجد أن) 1(في المعادلة ) 2(المعادلة بتعويض   = 16 ⇒ ଵݔ  =  D=(6,2)إذن إحداثيات النقطة   2

  :للبرنامج الخطي، نستخدم الجدول التاليولإيجاد الحل الأمثل    
  دالة الهدفقيمة   ૛࢞المتغير المتغير૚࢞  النقاط

A=(0,0)  0  0  0  
B=(0,4)  0  4  16  
C=(2,4)  2  4  20  
D=(6,2) 6 2 20 
E=(6,0) 6 0 12 

تعطيـان   Dو Cالنقطتـين  ( يلاحظ من خلال الجدول السابق أن لهذا البرنامج الخطي أكثر من حل أمثل    
تعطي نفـس القيمـة لدالـة     ]CD[، والواقع أن كل النقاط التي تقع على القطعة )20نفس القيمة لدالة الهدف 

الهدف، وتصادف هذه الحالة عندما يكون المستقيم الممثل لدالة الهدف موازيا لأحد مستقيمات القيود الهيكليـة  
ظيم أو في أرضية منطقة الحل الممكـن فـي حالـة    في سقف منطقة الحل الممكن باتجاه اليمين في حالة التع

  .التخفيض، حيث يكون ميل مستقيم دالة الهدف وميل مستقيم هذا القيد متساويان
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وتكون منطقة الحل في هذه الحالة مفتوحة وليست مغلقة، كما يوضحه المثـال   :محدودةحالة حلول غير  - 2
 :التالي

  :الطريقة البيانية التالي باستخدامحل البرنامج الخطي  :)04(مثال 
(ܼ) ݔܽܯ     = ଵݔ10 +                                    ଶݔ20

ଵݔ3         + ଶݔ5 ≥ 75                                        
               s/c         ݔଶ              ≤ 12 
. ଵݔ)                            (ଶݔ ≥ 0 

  :الحل
  :للقيام بحل البرنامج الخطي السابق نتبع الخطوات التالية 
 : تحويل القيود من متراجحات إلى معادلات كما يلي -

ଵݔ3         + ଶݔ5 = 75 … … … … . . … … . (1)                                                    
s/c        ݔଶ              = 12. … … … … … … … (2)                          

 :ولذلك نستعين بالجدول التالي: افتراض قيم كل معادلة من المعادلتين السابقتين -

  ૛࢞المتغير المتغير૚࢞  المعادلة
 

ଵݔ3 + ଶݔ5 = 75   
0  15  

25  0  
ଶݔ          = 12  0  12  

 :رسم المعادلات على معلم متعامد ومتجانس كما هو موضح في الشكل التالي -
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ଵݔ، فإذا كانت xଵولجميع قيم  12ثابتة وتساوي  ଶݔن الشكل السابق نلاحظ أن قيمة م   = فـإن قيمـة    25
Zدالة الهدف  = تزداد قيمة دالـة الهـدف،    ଵݔ، وبما أن دالة الهدف هي دالة تعظيم فكلما زادت قيمة 490

، وبناءا على ذلك نجـد أن الحـل   250بمقدار  مثلا، فإن دالة الهدف ترتفع 10بمقدار  ଵݔفإذا ارتفعت قيمة 
  .غير محدود

وهي الحالة التي تكون فيها القيود متناقضة، حيث لا تتحقق لنا أي منطقة للحـل   :عدم وجود حلولحالة  - 3
 : الأمثل، كما هو موضح في المثال التالي

  :التالي باستخدام الطريقة البيانيةحل البرنامج الخطي  :)05(مثال 
(ܼ) ݔܽܯ     = ଵݔ20 +                                    ଶݔ15

ଵݔ5            + ଶݔ10 ≤ 25                                        
               s/c         5ݔଵ + ଶݔ10 ≥ 50 
. ଵݔ)                            (ଶݔ ≥ 0 

  :الحل
  :لسابق نتبع الخطوات التاليةللقيام بحل البرنامج الخطي ا 
 : تحويل القيود من متراجحات إلى معادلات كما يلي -

ଵݔ5                          + ଶݔ10 = 25 … … … … . . … … . . (1)                                              
s/c        5ݔଶ + ଶݔ10 = 50. … … … … … … … (2)                   

 :ولذلك نستعين بالجدول التالي: افتراض قيم كل معادلة من المعادلتين السابقتين -

  ૛࢞المتغير المتغير૚࢞  المعادلة
 

ଵݔ5 + ଶݔ10 = 25   
0  2,5  
5  0  

  
ଵݔ5 + ଶݔ10 = 50  

0  5  
10  0  

 :رسم المعادلات على معلم متعامد ومتجانس كما هو موضح في الشكل التالي -
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نلاحظ من خلال الشكل السابق أن القيدين متعاكسين ولا يتقاطعان نهائيا، وبذلك لا نستطيع الحصول علـى     

  .حل مقبول لهذه المسألة
ويظهر في هذه الحالة أحد القيود كقيد فائض لا حاجة له، وليس لـه أي تـأثير    :أحد القيود يةحيادحالة  - 4

 :لمثال التاليعلى الحل، ويمكن توضيح ذلك من خلال ا

  :التالي باستخدام الطريقة البيانيةحل البرنامج الخطي  :)06(مثال 

(ܼ) ݔܽܯ    = ଵݔ12 +                                    ଶݔ8
ଵݔ4          + ଶݔ9 ≤ 1800                                       

               s/c         3ݔଵ + ଶݔ2 ≤ 400 
, ଵݔ)                             (ଶݔ ≥ 0 

    :الحل
  :للقيام بحل البرنامج الخطي السابق نتبع الخطوات التالية  
 : تحويل القيود من متراجحات إلى معادلات كما يلي -

ଵݔ4                            + ଶݔ9 = 1800 … … … … . . … … . . (1)                                               
                s/c        3ݔଶ + ଶݔ2 = 400. … … … … … . . … … (2)                             
:ولذلك نستعين بالجدول التالي: قيم كل معادلة من المعادلتين السابقتينافتراض                                   

  ૛࢞المتغير المتغير૚࢞  المعادلة
 

ଵݔ4 + ଶݔ9 = 1800   
0  200  

450  0  
  

ଵݔ3 + ଶݔ2 = 400  
0  200  
ସ଴଴
ଷ

   0  
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 :رسم المعادلات على معلم متعامد ومتجانس كما هو موضح في الشكل التالي -

 
، وأن القيد الأول هو قيـد فـائض،   B=(0,200)نلاحظ من خلال الشكل السابق أن الحل الأمثل هو النقطة  

 .حالة حلا منحلاويسمى الحل في هذه ال
 
V. تمارين محلولة  

  :ليك البرنامج الخطي التاليإ: التمرين الأول
(ܼ) ݔܽܯ      = ଵݔ15 +                                    ଶݔ20

ଵݔ3              + ଶݔ2 ≤ 240                                        
                s/c         ݔଵ + ଶݔ2 ≥ 160           
ଵݔ                                          ≤ 60              
. ଵݔ)                             (ଶݔ ≥ 0 

 حل البرنامج الخطي السابق باستخدام الطريقة البيانية - :المطلوب.  
  :الحل

  :للقيام بحل البرنامج الخطي السابق نتبع الخطوات التالية
 : ل القيود من متراجحات إلى معادلات كما يليتحوي -

ଵݔ3                           + ଶݔ2 = 240 … … … … . . … … . . (1)                                               
                 s/c        ݔଵ + ଶݔ2 = 160. … … … … … . . … … (2)              
ଵݔ                                          = 60. … … … . … … … … … (3)    

 :ولذلك نستعين بالجدول التالي: قيم كل معادلة من المعادلتين السابقتينافتراض   -

0
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  ૛࢞المتغير المتغير૚࢞  المعادلة
 

3xଵ + 2xଶ = 240   
0  120  

80  0  

 
xଵ + 2xଶ = 160   

0  80   
160   0  

xଵ          = 60  60 0  
 :ت على معلم متعامد ومتجانس كما هو موضح في الشكل التاليرسم المعادلا -

 
 .(A, B, C)  منطقة محدودة بالنقاطالمن الشكل البياني السابق يتضح بأن :ول الممكنةتحديد منطقة الحل -

 : (A, B, C)ولذلك يجب تحديد احداثيات النقاط الثلاثة السابقة : تحديد الحل الأمثل -

 محور الفواصلا مباشرة من الرسم البياني باعتبارها تقع على ممكن تحديد احداثياتهي (A,B) تينطبالنسبة للنق
)x1 (أو محور التراتيب )x2(وبالتالي احداثياتها هي ، :A=(0,80),   B=(0,120). 

   فهي تمثل نقطة تقاطع المستقيمين الذان يمثلان القيدين الأول والثاني، ولإيجاد احداثياتها لابد Cأما النقطة  
 : من حل جملة معادلتين كما يلي

                         3xଵ + 2xଶ = 240 … … … … . . … . . (1)                                    
xଵ + 2xଶ = 160, … … … … … … …                      نضرب في (3)                      (2)

ଶݔ4: نجد أن) 1(من المعادلة ) 2(نقوم بطرح المعادلة    = 240       ⇒ ଶݔ   = 60         

ଵݔ3                  :     نجد أن) 1(بالتعويض في المعادلة    = 120       ⇒ ଵݔ   = 40    
 )=C 60 ,40            (:هي Cإذن إحداثيات النقطة   

  :ولإيجاد الحل الأمثل للبرنامج الخطي، نستخدم الجدول التالي   
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૚࢞  النقاط غيرالمت   دالة الهدفقيمة   ૛࢞المتغير 
A=(0,80)  0  80  1800  

B=(0,120)  0  120  2400  
C=(40,60)  40  60  1600  

تمثل الحل الأمثل للبرنامج الخطي السابق بحيث  B=(0,120)فإن النقطة  تعظيمبما أن دالة الهدف في حالة  
 :        قيم الحل الأمثل هي

 دج  2400حصول على أكبر ربح ممكن والمقـدر بــ   لل: التفسير الاقتصادي للنتائج)ܼ = 2400 (
ଵݔ(وحدة من المنتوج الأول  أيإنتاج عدم يجب على المؤسسة  = وحـدة مـن المنتـوج     120و إنتاج  ،)0

 ).ଶݔ 120=(الثاني 

  :إليك البرنامج الخطي التالي: التمرين الثاني
(ܼ) ݔܽܯ  = ଵݔ6 +                                    ଶݔ4

ଵݔ6          + ଶݔ6 ≤ 42                                        
               s/c         −ݔଵ + ଶݔ ≤ 4 
≥             ଵݔ                             2              
. ଵݔ)                            (ଶݔ ≥ 0 

 امج الخطي السابق باستخدام الطريقة البيانيةحل البرن - :المطلوب.  
  :الحل

  :للقيام بحل البرنامج الخطي السابق نتبع الخطوات التالية
 : تحويل القيود من متراجحات إلى معادلات كما يلي -

ଵݔ6                             + ଶݔ6 = 42 … … … … . . … . . (1)                                    
                s/c        −ݔଵ + ଶݔ   = 4. … … … … … … … (2)         
ଵݔ                                            = 2 … … … … … … … (3)    

 :ولذلك نستعين بالجدول التالي: قيم كل معادلة من المعادلتين السابقتينافتراض   -

  ଶݔالمتغير المتغيرxଵ  المعادلة
 

ଵݔ6 + ଶݔ6 = 42   
0  7  
7  0  

 
ଵݔ− + ଶݔ = 4   

0  4  
1  5  

ଵݔ          = 2  2 0  

ܼ = ଵݔ         ,2400 = 0, ଶݔ      = 120 
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 :رسم المعادلات على معلم متعامد ومتجانس كما هو موضح في الشكل التالي -

 
 

 

 

               منطقة محدودة بالنقاطهذه المن الشكل البياني السابق يتضح بأن : ول الممكنةتحديد منطقة الحل -

  (A, B, C, D,E). 

 : (A, B, C,D,E)ولذلك يجب تحديد احداثيات النقاط الثلاثة السابقة : تحديد الحل الأمثل -

 محور الفواصلمباشرة من الرسم البياني باعتبارها تقع على  ايمكن تحديد احداثياته (A,B,E) بالنسبة للنقاط 
)x1 (أو محور التراتيب )x2(وبالتالي احداثياتها هي ،: ,    E=(2,0) A=(0, 0),   B=(0,4). 

فهي تمثل نقطة تقاطع المستقيمين الذان يمثلان القيدين الأول والثاني، ولإيجاد احداثياتها لابـد   Cأما النقطة  
 : من حل جملة معادلتين كما يلي

ଵݔ6                       + ଶݔ6 = 42 … … … … . . … … . . (1)                                                  
ଵݔ−                      + ଶݔ   = 4. … … . … … … … . …  نضرب في (6−)                      (2)

ଶݔ12−: نجد أن) 1(من المعادلة ) 2(نقوم بطرح المعادلة     = −66       ⇒ ଶݔ   = ଵଵ
ଶ

    

ଵݔ6          :           نجد أن) 1(بالتعويض في المعادلة    = 9       ⇒ ଵݔ   = ଷ
ଶ
    

ଷ            (:هي Cإذن إحداثيات النقطة   
ଶ

, ଵଵ
ଶ

 C=( 

فهي تمثل نقطة تقاطع المستقيمين الذان يمثلان القيدين الأول والثالث، ولإيجاد احداثياتها لابـد   Dأما النقطة  
 : من حل جملة معادلتين كما يلي

ଵݔ6                         + ଶݔ6 = 42 … … … … … … … . . (1)                                           
ଵݔ                           = 2. … . … . . … … … … … (3)                                                       

ଵݔ6:    نجد أن )1(المعادلة  في) 3(المعادلة بتعويض    = 30       ⇒ ଵݔ   = 5    
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,2            (:هي Dإذن إحداثيات النقطة    5 D=( 

  :ولإيجاد الحل الأمثل للبرنامج الخطي، نستخدم الجدول التالي   
  قيمة دالة الهدف  ૛࢞المتغير المتغير૚࢞  النقاط

A=(0,0)  0  0  0  
B=(0,4)  0  4  16  

)       ଷ
ଶ

, ଵଵ
ଶ

 C=(  ଵଵ
ଶ

   ଷ
ଶ

   31  
D=(2,5) 2 5 32 
E=(2,0) 2 0 12 

تمثل الحل الأمثل للبرنامج الخطي السابق بحيث قيم  D=(2,5)فإن النقطة  تعظيملة الهدف في حالة بما أن دا 
 :        الحل الأمثل هي

 دج  32للحصول على أكبر ربح ممكن والمقدر بـ : التفسير الاقتصادي للنتائج)ܼ = يجب علـى  ) 32
ଵݔ(من المنتوج الأول  وحدتينالمؤسسة إنتاج  =  ).ଶݔ 5=(من المنتوج الثاني  وحدات 5وإنتاج  ،)2

  :إليك البرنامج الخطي التالي: التمرين الثالث
(ܼ) ݊݅ܯ  = ଵݔ5 +                                    ଶݔ15

ଵݔ2         + ଶݔ2 ≤ 20                                        
              s/c         2ݔଵ + ଶݔ5 ≥ 30     
ଶݔ                                          ≤ 2              
, ଵݔ)                           (ଶݔ ≥ 0 

 حل البرنامج الخطي السابق باستخدام الطريقة البيانية - :المطلوب. 

  :الحل
  :للقيام بحل البرنامج الخطي السابق نتبع الخطوات التالية

 : تراجحات إلى معادلات كما يليتحويل القيود من م -

ଵݔ2                             + ଶݔ2 = 20 … … … … . . … . . (1)                                    
                s/c        2ݔଵ + ଶݔ5 = 30 … … … … . . . . … (2)         
ଶݔ                                           = 9 … … … … … … . … (3)    

 :ولذلك نستعين بالجدول التالي: قيم كل معادلة من المعادلتين السابقتينافتراض   -

 

ܼ = ଵݔ         ,32 = 2, ଶݔ      = 5 
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 :هو موضح في الشكل التالي رسم المعادلات على معلم متعامد ومتجانس كما -

 
             منطقة محدودة بالنقاطهذه المن الشكل البياني السابق يتضح بأن : ول الممكنةتحديد منطقة الحل -

(A, B, C, D). 

 : (A, B, C,D)ولذلك يجب تحديد احداثيات النقاط الثلاثة السابقة : تحديد الحل الأمثل -

 محـور الفواصـل  مباشرة من الرسم البياني باعتبارها تقع على  ااحداثياتهيمكن تحديد  (A,B) بالنسبة للنقاط 
)x1 (أو محور التراتيب )x2(وبالتالي احداثياتها هي ،: A=(0, 6),   B=(0,9). 

فهي تمثل نقطة تقاطع المستقيمين الذان يمثلان القيدين الأول والثالث، ولإيجاد احـداثياتها لابـد    Cأما النقطة 
 : عادلتين كما يليمن حل جملة م

ଵݔ2                          + ଶݔ2 = 20 … … … … … … … . . (1)                                          
ଶݔ                                   = 9. … … . … … … . … . … (3)                                   

ଵݔ2     :  نجد أن )1(المعادلة  في) 3(المعادلة بتعويض    = 2       ⇒ ଵݔ   = 1    

,1            (:هي Cإذن إحداثيات النقطة    9 C=( 

0

5

10

15

0 5 10 15 20

الحلول  .م
الممكنة

B

A

C

x2

x1

(1)

(3)

(2)

D

6

  ૛࢞المتغير المتغير૚࢞  المعادلة
 

ଵݔ2 + ଶݔ2 = 20   
0  10  

10  0  
 

ଵݔ2 + ଶݔ5 = 30   
0  6  

15  0  
ଶݔ          = 9  0 9  
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فهي تمثل نقطة تقاطع المستقيمين الذان يمثلان القيدين الأول والثاني، ولإيجاد احداثياتها لابد  Dأما النقطة  
 : من حل جملة معادلتين كما يلي

ଵݔ2                       + ଶݔ2 = 20 … … … … . … . (1)                                                                 
ଵݔ2                  + ଶݔ5 = 30 … . . … … … … (2)                                          

ଶݔ3: نجد أن) 1(من المعادلة ) 2(نقوم بطرح المعادلة     = 10       ⇒ ଶݔ   = ଵ଴
ଷ

              

ଵݔ2      :                    نجد أن) 1(بالتعويض في المعادلة    = ସ଴
ଷ

       ⇒ ଵݔ   = ଶ଴
ଷ

    
ଶ଴            (:هي Dإذن إحداثيات النقطة   

ଷ
, ଵ଴
ଷ

 D=( 

  :ولإيجاد الحل الأمثل للبرنامج الخطي، نستخدم الجدول التالي   
  
   
  
  
  
ଶ଴  (فإن النقطة تعظيمبما أن دالة الهدف في حالة   

ଷ
, ଵ଴
ଷ

 D=( للبرنـامج الخطـي    الوحيـد  مثلتمثل الحل الأ
 : بحيث قيم الحل الأمثل هي السابق
        
 بــ   ةوالمقـدر تحقيق أقل تكلفة ممكنة ل: التفسير الاقتصادي للنتائجଶହ଴

ଷ
ܼ(دج   = ଶହ଴

ଷ
يجـب علـى   ) 

ଶ଴المؤسسة إنتاج 
ଷ

ଵݔ(من المنتوج الأول وحدة   = ଶ଴
ଷ

ଵ଴وإنتاج  ،)
ଷ

ଵ଴=(ي من المنتوج الثان وحدة 
ଷ

 .)ଶݔ 
 
V. تمارين غير محلولة 

  .باستخدام الطريقة البيانية الأول ة الممكنة من بين تمارين المحورمج الخطياالبرحل : التمرين الأول
 :باستخدام الطريقة البيانيةالتالية  ةمج الخطياحل البر :التمرين الثاني

 
 
 
 

  
  

  دالة الهدفقيمة   ૛࢞المتغير المتغير૚࢞  النقاط
A=(0,6)  0  6  90  
B=(0,9)  0  4  135  

)       1, 9 C=(              1   9   140  
)         ૛૙

૜
, ૚૙
૜

  D=( ૛૙
૜

  ૚૙
૜

  ૛૞૙
૜

  

ܼ =
250

3 ଵݔ         , =
20
3 , ଶݔ      =

10
3  
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(ܼ)ݔܽܯ        = ଵݔ3 +   ଶݔ2
≤ ଵݔ 2   20 +   ଶݔ4

s/c      ݔଵ                ≤ 5         

ଶݔ                           ≤ 4        
. ଵݔ)                       (ଶݔ ≥ 0                

  
  

(ܼ)ݔܽܯ     = ଵݔ30 +  ଶݔ10
ଵݔ 2 + ଶݔ4 ≥ 20  

s/c       4 ݔଵ + ଷݔ2 ≤ 20            
ଶݔ                               ≥ 80         
. ଵݔ)               (ଶݔ ≥ 0           

 

  
  

(ܼ)ݔܽܯ     = ଵݔ2− −   ଶݔ
 = ଵݔ 3               3 +   ଶݔ

s/c      4ݔଵ + ଶݔ3 ≥ 6                 
ଶݔଵ+2ݔ        ≤ 3     

. ଵݔ)               (ଶݔ ≥ 0          
 
  

(ܼ)ݔܽܯ = ଵݔ3 +    ଶݔ2
≤ ଵݔ2              5 +   ଶݔ

  s/c        ݔଵ − ଶݔ  ≤ 1 
ଵݔ               + ଶݔ  ≤ 3 
(ଶݔ. ଵݔ)              ≥ 0 

 
 

  
(ܼ)݊݅ܯ   = ଵݔ2 +    ଶݔ3

≤ ଵݔ 2   18 +   ଶݔ3
     s/c       ݔଵ                 ≥ 3  

ଶݔ                       ≥ 2      
(ଶݔ. ଵݔ)                ≥ 0             

 
   

(ܼ)݊݅ܯ = ଵݔ3 +   ଶݔ8
ଵݔ 3             + ଶݔ5 ≥ 3      
ଵݔ                            ≤ 80      
  s/c      4 ݔଵ + 3    ≤ 3            
. ଵݔ)             (ଶݔ ≥ 0 

 

  

(ܼ)݊݅ܯ      = ଵݔ42 +   ଶݔ8
ଵݔ 2 + ଶݔ8 = 4 

        s/c      3ݔଵ + ଶݔ2  ≥ 6           
                 

+ଵݔ      ଵ
ଶ
ଶݔ    ≤ 18     

(ଶݔ. ଵݔ)                ≥ 0   
 
  

(ܼ)݊݅ܯ            = ଵݔ +  ଶݔ2
≥ ଵݔ2             18 +   ଶݔ3

  s/c       ݔଵ               ≥ 2         
ଶݔ                           ≥ 2 
. ଵݔ)             (ଶݔ ≥ 0                    

 
  

 

  
 

ܼ = 20 , ଵݔ  = ଶݔ,5 =
5
2

 ܼ = 115 , ଵݔ  =
3
2

, ଶݔ = 7 

ܼ = 8, ଵݔ  = 2, ଶݔ = 0 ܼ = 8, ଵݔ  = ଶݔ,2 = 1  

 

ܼ = 8 , ଵݔ  = 3, ଶݔ = 2 ܼ = ଵ଻଻
ହ

 , ଵݔ  = 7, ଶݔ = ଽ
ହ
  

ܼ = 8, ଵݔ  = 2, ଶݔ = 0 ܼ = 10, ଵݔ  = 6, ଶݔ = 2  
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لتي تحتوي أكثر من متغيرين، وبالمقابل لا يمكن استخدام الطريقة البيانية في حل مسائل البرمجة الخطية ا    

لو نظرنا إلى المسائل الواقعية نجد أن معظمها في الواقع العملي يحتوي على العديد مـن المتغيـرات ممـا    
يصعب استخدام الطريقة البيانية في الحل، وهو ما استلزم إيجاد طرق أخرى للتعامل مع مثل هذه المسـائل،  

 .(The Simplex Method)مبسطة أو السمبلكس ومن بين هذه الطرق الطريقة ال
 
I.  السمبلكس(مفهوم الطريقة المبسطة(    

 البرمجـة  لمشـاكل  المثلـى  الحلول استخراج في عالية كفاءة ذات رياضية هي وسيلة كسالسمبل طريقة     
 عـدد  نكـا  مهما جبريا الخطية للبرمجة الرياضية النماذج لحل الطريقة هذه وتستخدم عامة، بصورة الخطية

  .الرياضية النماذج لحل استخداما الأكثر المتغيرات، وهي
 ،1947سـنة   (Dantzig)تعود البدايات التاريخية لتطبيقها إلى الجهود المبذولة مـن طـرف العـالم    و     

فبالإضافة إلى صلاحية هذه الطريقة في التعامل مع المسائل ذات المتغيرات الكثيرة، فإنه يوجد العديـد مـن   
الإعلام الآلي التي تعمل وفق هذه الطريقة، والتي يمكن أن تستخدم لحل مسائل البرمجة الخطيـة ذات  برامج 

  ).عدد كبير من المتغيرات وعدد كبير من القيود(الأبعاد الكبيرة 
ويتم إيجاد حل لمشكلات البرمجة الخطية بموجب هذه الطريقة وفقا لثلاث مراحل أو خطـوات أساسـية       

  :ه الخطوات تتمثل فيهذ ،ومتسلسلة
 .(Standard Form)كتابة الشكل المعياري أو القياسي للبرنامج الخطي  - 1

 . (Feasible Solution)إيجاد الحل الأساس أو الأولي - 2

 . (Best Solution)تحسين الحل والوصول إلى الحل الأمثل - 3
  
II. السمبلكس في حالة التعظيم -حل مسائل البرمجة الخطية بالطريقة المبسطة(Maximizaion) 

لإيجاد الحل الأمثل لنمودج البرمجة الخطية بموجب طريقة السمبلكس في حالة التعظيم، نتبـع الخطـوات     
  :التالية

  وذلك معادلات المتراجحات إلى تحويلويقصد بها : للبرنامج الخطي أو القياسي كتابة الشكل المعياري - 1

  )السمبلكس(حل مسائل البرمجة الخطية بالطريقة المبسطة : المحور الثالث
Linear Programmig – The Simplex Method 
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ويرمـز لهـا   ، Slack Variableالراكدة  أو الخاملة المتغيراتمتغيرات الفجوة أو ب متغيرات، تسمى بإضافة
) ( بـ ௜ܵ الإنتـاج  في والمستغلة المتاحة الإمكانيات بين الفرق أي المستغلة، الغير الطاقة مقدار مثلوالتي ت 

  : يلي كماالثاني  من المحور) 01(استخدام المثال رقم ب الخطوة هذه ويمكن إظهار
ଵݔ 2 + ଶݔ3 + = ૚ࡿ 30                                                    

ଵݔ5 + ଶݔ 4 + = ૛ࡿ 60 
. ଵݔ) .ଶݔ ଵܵ . ܵଶ   ) ≥ 0 

  : وكذلك تحويل دالة الهدف إلى دالة صفرية بالشكل التالي
(ܼ)ݔܽܯ    = ଵݔ5 + ଶݔ6 + ૙.ࡿ૚ + ૙. Z: ثم      ૛ࡿ − ଵݔ5 − ଶݔ6 − ૙. − ૚ࡿ ૙.ࡿ૛   = 0      

يتم تكوين الحل الأساسي من خلال جدول الذي سيتم داخل حل المشـكلة   ):الأولي(إيجاد الحل الأساسي  - 2
مصـفوفة   حقـق والتـي ت  (Basic Variables) الاقتصادية، حيث تمثل متغيرات الفجوة متغيرات أساسـية 

 : لنفس المثال يلي، كما )Non-Basic Variables( والمتغيرات الأصلية متغيرات غير أساسيةأحادية، 

 
 ૛࢞/࢏࢈

 
  ࢏࢈

Non-Basic Variables Basic 
Variables  ࡿ૛  ࡿ૚  ࢞૛ ࢞૚ 

  ૚ࡿ   2     1   0   30 10

  ૛ࡿ   5   4 0   1   60 15

 0 0  0  −6   −5   Z 

                 الأصـلية  المتغيـرات  عـدد  يسـاوي  الأصـلية  اتالمتغيـر  مصـفوفة  أعمـدة  عـدد  أن ويلاحـظ    
,ଵݔ)  الأصـلية  المتغيـرات  مصفوفة فتصبح، بالمشكلة الهيكلية القيود عدد يساوي صفوفها عدد نأو،  (ଶݔ

 المتغيـرات  هـذه  عدد يساوي فجوةال متغيرات مصفوفة أعمدة عدد أن يلاحظ كما، (2×2) النوع من مثاللل
  .(2×2)من النوع لمثال ل فجوةال متغيرات مصفوفة فتصبح لمشكلةل الهيكلية القيود عدد يساوي وفهاصف وعدد

 فـي  الـداخل  المتغير مقدار به ويظهر المتغيرات مصفوفة يسار على فيوضع الطاقة المتوفرة عمود أما   
الأساسـية وغيـر    غيـرات المت تظهـر  بأدناهمـا  صفان اليهما الإشارة السابق المصفوفتين يعلو بينما الحل،

فـي   المعنـي  للمتغيـر  الوحدة ربح مقدار يظهر أسفلهماوب المعني، العمود يخص الذي التغير أي ،الأساسية
 . لح ولكل تغيير أي دون الصفان هذان ويظل ،Zالسطر 

  :وتشمل الخطوات التالية: تحسين الحل والوصول إلى الحل الأمثل - 3
 لغرض تحديد المتغير الداخل ومادامت المشكلة هي حالة تعظيم ): ازالارتك عمود(تحديد المتغير الداخل  -

3 
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فـي  ) في حالة كون دالة الهدف تخفيض فإننا نبحث عن أكبر قيمة موجبة(فإننا نبحث عن أصغر قيمة سالبة 
ــدف    ــة اله ــطر دال ــة    Zس ــي القيم ــال ه ــس المث ــي نف ــل                                      ) -6(، وف ــل معام ــي تمث والت

  .يسمى بالعمود الداخل) ଶݔ(سيكون المتغير الداخل وعمود ) ଶݔ(، لذلك فإن )ଶݔ(المتغير 
)يتم تحديد المتغير الخارج بعد قسمة عناصر العمود الثابـت  ): الارتكاز سطر(تحديد المتغير الخارج   - ௜ܾ) 

، واختيار أصغر قيمة موجبـة، مـع   )في هذا المثال ଶݔ العمود(على العناصر المناظرة له في العمود الداخل 
إن أصغر قيمة موجبة ف السالبة والصفرية عدا دالة الهدف، وفي نفس المثالإهمال المتغيرات ذات المعاملات 

  .هو المتغير الخارج  ଵܵ، لذلك فإن السطر10هي 

مود الارتكاز، وفـي نفـس   وهو العنصر الذي يتقاطع عنده سطر الارتكاز مع ع :تحديد عنصر الارتكاز -
  .3المثال فإن عنصر الارتكاز هو 

قـيم   ويتم ذلك من خـلال قسـمة  ): سطر الارتكاز القديم في الجدول الجديد(إيجاد قيم السطر المحوري   -
، وذلك للحصول على السطر المحوري، وفي مثالنا نقسـم قـيم   السطر للمتغير الخارج على عنصر الارتكاز

وهو في هذه ، ଶݔ، وذلك للحصول على السطر المحوري 3 على عنصر الارتكاز  ଵܵالسطر للمتغير الخارج
  :        الحالة كما يلي

ଶ
ଷ

        1        ଵ
ଷ

       0       10   
  :ر جدول الحل الجديد نستخدم الصيغة الآتيةأسطلإيجاد قيم بقية : الجدول أسطر اقيإيجاد قيم ب -
  
  

  
( ଶܵ) ݓ݁݊ =  [5       4       0       1        30] −  (4)   [ଶ

ଷ
       1       ଵ

ଷ
        0      10]          

                   =  ቂଶ
ଷ

       1       ଵ
ଷ

      0        10 ቃ        

(ܼ) ݓ݁݊ =  [ −5  − 6     0       0        0    ]– (−6) ∗ [ଶ
ଷ

       1      ଵ
ଷ

        0      10]        
               =  [−1        0      2       0        60 ] 
 

 
 
 
 

  الارتكاز القديمعنصر السطر القديم الواقع في عمود ( –عناصر السطر القديم = سطر الجديد عناصر ال
 x  رتكاز القديم في الجدول الجديدسطر الاعناصر(  

 : ملاحظات

والواقـع فـي عمـود     Zيتم إيجادها بنفس الطريقة، إذ نقوم بضرب عنصر السطر  Zعناصر السطر  -
    .القديمة Zمحوري ثم طرحها من عناصر السطر المتغير الداخل في عناصر السطر ال

ر التي تكون فيها قيمة العنصر الموجود في نفس عمود الارتكاز تساوي الصفر، تسجل بـنفس  سطالأ  -
 .ل الحل المواليوالقيم في جد
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  :نسجل القيم الجديدة في جدول الحل الجديد كما يلي
 
 ૛࢞/࢏࢈

 
  ࢏࢈

Non-Basic Variables Basic 
Variables  ࡿ૛  ࡿ૚  ࢞૛ ࢞૚ 

10  10   0   
ଵ
ଷ

   1  
ଶ
ଷ

  ૛࢞   

15  20   1   − ସ
ଷ
  0   

  
  ૛ࡿ

 
60  0  2  0   −1   Z 

فـي حالـة    )Optimal Solution(يعتبر الحل أمـثلا   :اختبار أمثلية الحل والوصول إلى الحل الأمثل -
 ، عندما تكون جميع معاملات دالة الهـدف الجديـدة موجبـة أو معدومـة أي     )Maximization(التعظيم 

(ΣZ ≥ ، أما إذا كانت قيمة واحدة علـى الأقـل   )Minimization(والعكس صحيح في حالة التخفيض ، (0
لأحد المعاملات في دالة الهدف سالبة، فهذا يعني عدم الوصول إلى الحل الأمثل، وبالتالي نستمر بالحل بنفس 
 .الإجــــراءات الســــابقة لتحســــين الحــــل والوصــــول إلــــى الحــــل الأمثــــل

0)بسبب وجود قيمة سالبة في هذا المثال بعد وهو ما لم يتحقق     ≥ ، Zفـي السـطر الجديـد لــ      (1−
وبالتالي يجب تحسين الحل للوصول إلى الحل الأمثل، وذلك باتباع نفس الخطوات السـابقة، نحصـل علـى    

 :جدول الحل الجديد كالآتي

 
  ࢏࢈

Non-Basic Variables Basic 
Variables  ࡿ૛  ࡿ૚  ࢞૛ ࢞૚ 

ଷ଴
଻

   − ଶ
଻

   ହ
଻

  ૛࢞   0  1   

଺଴
଻

   ଷ
଻

   − ସ
଻
  ૚࢞  1   0  

ସ଼଴
଻

  ଷ
଻
  ଵ଴

଻
  0   0   Z 

ΣZأو معدومة أي نلاحظ أن كل معاملات دالة الهدف أصبحت موجبة     ≥ وبالتالي قد وصلنا إلى الحل ، 0
  : الأمثل، حيث أن قيم الحل الأمثل هي

  
  
  للحصول على أكبر ربح ممكن والمقدر بـ : سير الاقتصادي للنتائجالتفସ଼଴

଻
ܼ(دج   = ସ଼଴

଻
يجب على ) 

଺଴المؤسسة إنتاج 
଻

ଵݔ(وحدة من المنتوج الأول   = ଺଴
଻

ଷ଴و إنتاج  ،)
଻

ଷ଴=(وحدة من المنتوج الثاني  
଻

 ، )ଶݔ 

        ܼ = ସ଼଴
଻

ଵݔ         , = ଺଴
଻

, ଶݔ    = ଷ଴
଻

,   ଵܵ = 0,    ܵଶ = 0  
 

ૠ
૜ 
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= ଵܵ  ( نيعدم بقاء أي طاقة عاطلة في القيدين الأول والثا مع 0,    ܵଶ = أن بزيـادة اسـتغلال   و، 1 )0
ଵ଴وحدة واحدة في القيد الأول سيؤدي إلى زيادة الربح بـ 

଻
ହمن خلال زيادة إنتاج  

଻
، من المنتـوج الثـاني   

ସوتخفيض الإنتاج بـ 
଻

ادة وحدة واحدة في القيد الثاني سيؤدي إلى زيأن بزيادة استغلال و. من المنتوج الأول 

ଷالربح بـ 
଻

ଷمن خلال زيادة إنتاج  
଻

ଶالأول، وتخفيض الإنتاج بـ من المنتوج  
଻

من المنتوج الثاني، وهـذه   
 .خطة الإنتاج المثلىهي 

  :أوجد الحل الأمثل للبرنامج الخطي التالي باستخدام طريقة السمبلكس  ):02(مثال 
(ܼ)ݔܽܯ             = ଵݔ6 + ଶݔ8 +   ଷݔ4

ଵݔ  + ଶݔ 3 ≤ 6                                          

                    s/c       ݔଵ + ଶݔ 3 ≤ 6                                                 

ଶݔ                                             ≤ 1                                                        
. ଵݔ)                               .ଶݔ (ଷݔ ≥ 0 

  : حلال
  : للقيام بعملية الحل نتبع الخطوات التالية

 :إذ يصبح البرنامج على الشكل التالي :كتابة الشكل المعياري للبرنامج الخطي - 1

 ܼ − ଵݔ6 − ଶݔ8 − ଷݔ4 − 0. ଵܵ − 0.ܵଶ   − 0. ܵଷ   = 0 
ଵݔ  + ଶݔ + ଵܵ = 2                                                    
ଵݔ  + ଷݔ3 + ܵଶ = 6 
ଶݔ   + ܵଷ = 1     
. ଵݔ)  .ଷݔ.ଶݔ ଵܵ .ܵଶ   .ܵଷ ) ≥ 0 

 :ويكون جدول الحل الأساسي كالآتي): الأولي(إيجاد الحل الأساسي  - 2

 

  
  
  
  
  

                                                             
  .لثانينفس النتائج المتحصل عليها عند استخدام الطريقة البيانية في الفصل ا - 1

 
 ࢏࢈    ૛࢞/࢏࢈

 Non-Basic Variables Basic 
Variables ࡿ૜  ࡿ૛  ࡿ૚  ࢞૜ ࢞૛ ࢞૚ 

  ૚ࡿ   1   1   0   1  0  0   2  2

  ૛ࡿ   1   0  3   0  1  0   6 ∞

  ૜ࡿ  0   0  0  0  1  1 1
 0  0  0  0  −4  −8   −6   Z 

1 
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  :وتشمل الخطوات التالية: ول إلى الحل الأمثلتحسين الحل والوص - 3
هـي القيمـة   معامل المتغير  مادامت المشكلة هي حالة تعظيم فإن): سطر الارتكاز(تحديد المتغير الداخل  -

 .المتغير الداخل هو )ଶݔ(، و)8−(

هو المتغيـر    ଷܵسطر، لذلك فإن ال1إن أصغر قيمة موجبة هي  ):عمود الارتكاز(تحديد المتغير الخارج  -
، وهو العنصر الذي يتقاطع عنده سطر )عنصر الإرتكاز(هو العنصر المحوري  1الخارج، وأن العنصر 

  .الارتكاز مع عمود الارتكاز
قيم السـطر للمتغيـر    نقوم بقسمة): سطر الارتكاز القديم في الجدول الجديد(يجاد قيم السطر المحوري إ -

  :        ଶݔ  وذلك للحصول على السطر المحوري ،1على العنصر المحوري   ଶܵالخارج
0        1        0       0       0        1        1   

  :ر جدول الحل الجديد نستخدم الصيغة السابقةأسطلإيجاد قيم بقية : ر الجدولأسطإيجاد قيم بقية  -
) ݓ݁݊ ଵܵ) =  [1      1       0       1       0      0       2] − (1) [0     1      0      0       0     1     1]   
                 = [1      0       0       1      0  − 1       1]     
(ܼ) ݓ݁݊ =  [ −6  − 8  − 4     0     0     0    0 ] − (−8) ∗ [0    1      0      0       0     1     1]    
                 =  [−6        0   − 4      0     0    8     8 ]   

  :نسجل هذه القيم في جدول الحل الجديد كالآتي

 
 ૚࢞/࢏࢈

 
 ࢏࢈

Non-Basic Variables Basic 
Variables ࡿ૜  ࡿ૛  ࡿ૚  ࢞૜ ࢞૛ ࢞૚ 

  ૚ࡿ     0   0   1  0   1−   1 1

  ૛ࡿ   1   0  3   0  1   0   6  6

 ૛࢞  0  1  0  0  0  1  1 ∞

 8  8  0  0  −4  −0   −6   Z 

، عندما )حالѧة مثالنѧا(يعتبر الحل أمثلا  في حالة التعظيم  :اختبار أمثلية الحل والوصول إلى الحل الأمثل -
ΣZتكون جميع معاملات دالة الهدف الجديدة موجبة أو معدومة أي  ≥  ، وهو ما لم يتحقق بعد بسبب وجود0

0)قيمة سالبة  ≥ ، وبالتالي يجب تحسين الحل للوصول إلـى الحـل الأمثـل،    Zلـ في السطر الجديد  (4−
 :وذلك باتباع نفس الخطوات السابقة، نحصل على جدول الحل الجديد كالآتي

  
 

1 
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 ૜࢞/࢏࢈

 
 ࢏࢈

Non-Basic Variables Basic 
Variables ࡿ૜  ࡿ૛  ࡿ૚  ࢞૜ ࢞૛ ࢞૚ 

 ૚࢞   1   0   0   1  0   1−   1 ∞

ହ
ଷ
  ૛ࡿ   0   0    1−  1   1   5  

 ૛࢞  0  1  0  0  1  1  1 ∞

 14 2  0  6  −4  0   0   Z 

   

0)لم يتحقق بعد بسبب وجود قيمة سالبة  نلاحظ أن شرط أمثلية الحل  ≥  ـ (4− ـ في السطر الجديد ل
Zحسين الحل للوصول إلى الحل الأمثل، وذلك باتباع نفس الخطوات السـابقة، نحصـل   ، وبالتالي يجب ت

 :على جدول الحل الجديد كالآتي

 
 ࢏࢈

Non-Basic Variables Basic 
Variables ࡿ૜  ࡿ૛  ࡿ૚  ࢞૜ ࢞૛ ࢞૚ 

 ૚ܠ   1   0   0   1  0   1−   1

ହ
ଷ

   ଵ
ଷ

   ଵ
ଷ
  − ଵ

ଷ
 ૜ܠ   0   0  1   

 ૛ܠ  0  1  0  0  0  1  1

଺ଶ
ଷ

  ଵ଴
ଷ

  ସ
ଷ
  ଵସ

ଷ
  0 0   0   Z 

ΣZأو معدومة أي نلاحظ أن كل معاملات دالة الهدف أصبحت موجبة     ≥ وبالتالي قد وصلنا إلى الحل ، 0
  :الأمثل، حيث أن قيم الحل الأمثل هي

  
    
 علــى أكبــر ربــح ممكــن والمقــدر بـــ  صــول المؤسســةلح: التفســير الاقتصــادي للنتــائج 

 ଺ଶ
ଷ

଺ଶ(دج 
ଷ

=Z (يجب على المؤسسة إنتاج وحدة واحدة من المنتوج الأول )ݔଵ = وإنتاج وحدة واحدة من  ،)1

ହوإنتاج ، )ଶݔ =1(المنتوج الثاني 
ଷ

ଷݔ(وحدة من المنتوج الثالث   = مع عدم بقاء طاقة عاطلـة فـي   ، )20

)  الثلاثةالقيود  ଵܵ = 0, ܵଶ = 0,  ܵଷ = 0).  

ܼ =
62
3

 , ଵݔ     = ଶݔ       ,1 = 1, ଷݔ       =
5
3

, ଵܵ = 0,       ଶܵ = 0,        ܵଷ = 0 

3 
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III- السمبلكس في حالة التخفيض -حل مسائل البرمجة الخطية بالطريقة المبسطة (Minimizaion)  
في حالة كون القيود على شـكل   (Slack Variables)لاحظنا في المثالين السابقين استخدام متغيرات الفجوة  

ولكـن هنـاك    ،(Maximization) التعظـيم في حالة  ودالة الهدف) ≥(متراجحات من النوع أقل أو يساوي 
الكثير من مسائل البرمجة الخطية التي لا يمكن فيها إيجاد الحل الأساسي باستخدام متغيرات الفجوة، إن هـذه  

 أو دالة هدف في حالة التخفيض (=)ة أو مساوا) ≤(المسائل تتضمن على الأقل قيد من النوع أكبر أو يساوي 
(Minimization)   في هذه الحالة نضيف إلى القيود من النوع أكبر أو يساوي أو مساواة متغيـرات أخـرى ،

بواسـطة أحـد   حل هذا النوع من المسـائل  يتم و، (Artificial Variables)تسمى بالمتغيرات الإصطناعية 
  : الطريقتين التاليتين

 .(Big-M Method)الكبيرة  (M)طريقة  -

 .(Two-Phase Method)طريقة المرحلتين  -

-  

  
 

 

  (Big-M Method)الكبيرة  (M)طريقة  - 1
إلـى جانـب    (Artificial Variables)تنطوي فكرة هذه الطريقة على إضافة متغيـرات اصـطناعية       

إلى قيود نموذج البرمجة الخطيـة فـي حالـة     (Slack Variables)المتغيرات الراكدة متغيرات الفجوة أو 
أو أكبر مـن أو يسـاوي   (=) المساواة عندما تكون علامات القيود مكتوبة بصيغة  (Minimization)التقليل 

بمعـاملات   (Z) في دالـة الهـدف   (௜ܴ) ، على أن تقترن المتغيرات الاصطناعي(Z)، وإلى دالة الهدف )≥(
إشارة موجبة فـي دالـة الهـدف فـي حالـة التقليـل        (M)، وتحمل هذه المعاملات (M)كبيرة جدا تدعى 

(Minimization)  وإشارة سالبة في حالة التعظيم ،(Maximization).  
لإيجاد الحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطيـة   :الكبيرة (M) خطوات ومرحل الحل باستخدام طريقة -1 - 1

 :بموجب هذه الطريقة نتبع الخطوات التالية

  وذلك من خلالتحويل نموذج البرمجة الخطية من الصيغة القانونية إلى الصيغة المعيارية: 

  :ملاحظة
، إذا تضمن البرنامج الخطـي قيـود   (Maximization)حالة التعظيم استخدام هاتين الطريقتين في  يتم  

 .، أو قيود خليط من كل الأنواع(=)المساواة  أو بصيغة) ≤(بصيغة أكبر من أو يساوي 
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تضاف إليهـا  ) ≥(تحويل القيود من متراجحات إلى معادلات، فإذا كانت القيود بصيغة أقل من أو يساوي  -
+)(المتغيرات الراكدة  ௜ܵ  ، يـتم طـرح المتغيـرات    ) ≤(أكبر من أو يساوي أما إذا كانت القيود بصيغة

−)(الراكدة  ௜ܵ  ،وذجلإعادة التوازن بين طرفي قيود النم. 

أكبر من أو يساوي، بصيغة أقـل  بصيغة سواء كانت (إلى كل القيود (௜ܴ)  إضافة المتغيرات الاصطناعية -
 .، لتشارك في تشكيل أعمدة مصفوفة الوحدة)من أو يساوي، وبصيغة المساواة

 :التي ظهرت في قيود النموذج إلى دالة الهدف كالتاليو(௜ܴ) إضافة المتغيرات الاصطناعية  -

في دالة الهدف جزءا كبيرا جدا  (௜ܴ)يخصص لمعامل  :(Max)إذا كانت دالة الهدف من نوع التعظيم   -  أ
لأنه عند تحويل معادلة دالة الهدف للصيغة القياسية يتحـول معامـل    ،(M-)وبإشارة سالبة  (M)وليكن 
(ܴ௜) من (-M) إلى (+M)،         التعظـيم   وهـذا يخـالف شـرط تحديـد المتغيـر الـداخل فـي حالـة

(Maximization) فعلى هذا الأساس سوف لن يتم اختيار ،(ܴ௜)    كمتغير داخل إلى عمـود المتغيـرات
 .الأساسية، وبذلك يتم التخلص من تأثيره عند حل النموذج

في دالة الهدف جـزءا كبيـرا    (௜ܴ)يخصص لمعامل  :(Min) خفيضإذا كانت دالة الهدف من نوع الت  - ب
لأنه عند تحويل معادلة دالة الهدف للصـيغة القياسـية يتحـول     ،(M+)وبإشارة موجبة  (M)جدا وليكن 

 د المتغيـر الـداخل فـي حالـة التخفـيض     وهذا يخالف شرط تحدي ،(M-) إلى (M-) من (௜ܴ)معامل 
(Minimization) فعلى هذا الأساس سوف لن يتم اختيار ،(ܴ௜)    كمتغير داخل إلى عمـود المتغيـرات

 .اسية، وبذلك يتم التخلص من تأثيره عند حل النموذجالأس

)(و  )௝ݔ( بدلالة المتغيرات (Z)صياغة دالة هدف جديدة  - ௜ܵ   بعد التعويض عن قيم(ܴ௜)  بما يساويها من
)(و  )௝ݔ(المتغيرات  ௜ܵ مع مراعاة جعل الدالة مساوية إلى قيمة ، (M) فقط. 

 ݔ(ساسي الممكن، اعتمادا على جميع معاملات المتغيرات تصميم جدول الحل الأ௝ ،(ܴ௜ , ௜ܵ    الموجـودة
 .(Z)في قيود النموذج ودالة الهدف 

 وكذلك من خلال: تحسين الحل والوصول إلى الحل الأمثل: 

 التخفـيض فـي حالـة    (Z)تحديد المتغير الداخل، على أساس أكبر قيمة موجبة في سطر دالة الهـدف   -
(Minimization) في حالة التعظيم ، وأصغر قيمة سالبة(Max) كما تم التطرق إليه سابقا. 

، ما عدا بعـض الاختلافـات   (Maximization)اعتماد بقية الخطوات السابقة والواردة في حالة التعظيم  -
 .الطفيفة، والتي يمكن توضيحها في الخطوة التالية
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، وذلـك عنـدما تكـون جميـع     (Minimization) لتخفـيض ل على الحل الأمثل لمشكلة ايمكن الحصو -
ΣZ)( أقل أو تساوي الصفر (Z)معاملات دالة الهدف الجديدة  ≤ ، أما إذا كانت قيمة واحدة على الأقل 0

 .موجبة، فهذا يعني عدم التوصل إلى الحل الأمثل (Z)لأحد معاملات دالة الهدف 

الصفر، يعاد إجراء الخطـوات السـابقة، حتـى     أكبر من (Z)معاملات دالة الهدف في حالة وجود أحد  -
ΣZ)(أقل أو تساوي الصفر  (Z)الحصول على جميع المعاملات في سطر دالة الهدف  ≤ ، مما يعنـي  0

 .الوصول إلى الحل الأمثل

  :Method M-(Big(الكبيرة   (M)أوجد الحل الأمثل للبرنامج الخطي التالي باستخدام طريقة  :)03( مثال
(ܼ)݊݅ܯ = ଵݔ20 +                    ଶݔ20
ଵݔ10 + ଶݔ5 ≥ 50                          

                    s/c       5ݔଵ + ଶݔ10 ≥ 40                                                                                                   
. ଵݔ)                               (ଶݔ ≥ 0 

  : الحل
  :للقيام بالحل نتبع الخطوات التالية

 تحويل نموذج البرمجة الخطية من الصيغة القانونية إلى الصيغة القياسية كالتالي: 

 :(Z)إضافة المتغيرات الراكدة إلى القيود ودالة الهدف  -

Z − ଵݔ20 − ଶݔ20 + 0. ଵܵ + 0. ܵଶ   = :ثم   0 (ܼ)݊݅ܯ   = ଵݔ20 + ଶݔ20 − 0. ଵܵ − 0. ܵଶ    
ଵݔ 10 + ଶݔ5 − ଵܵ = 50 
ଵݔ 5 + − ଶݔ 10 ܵଶ = 40 
. ଵݔ) .ଶݔ ଵܵ . ܵଶ   ) ≥ 0 

ظهرت سالبة، مما يتعارض مع  (ܵଶ = ) و(40− ଵܵ = −50 ( يتضح من القيدين السابقين بأن قيم       
ودالة فة المتغيرات الاصطناعية للقيود، ولمعالجة هذا الموضوع يتم إضا ( ଵܵ .ܵଶ) ≥  شرط عدم السلبية (0

 . (Z)   الهدف

  : كالآتي (Z)لقيود النموذج ودالة الهدف  (௜ܴ)إضافة المتغيرات الاصطناعية  -
ܼ − ଵݔ20 − ଶݔ20 + 0. ଵܵ + 0. ܵଶ −ࡾ.ࡹ૚ −ࡾ.ࡹ૛   = 0      
ଵݔ10 + ଶݔ5 − ଵܵ + =     ૚ࡾ 50 … … … … … … … … (1)         
ଵݔ 5 + − ଶݔ 10 ܵଶ + =   ૛ࡾ 40 … … … … … … … … (2) 
. ଵݔ)  .ଶݔ ଵܵ . ܵଶ   .ܴଵ .ܴଶ ) ≥ 0 
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)( ومتغيرات الفجوة) ௝ݔ(بدلالة المتغيرات القرارية  (Z)صياغة دالة الهدف    - ௜ܵ  فقط على النحو التالي: 
  :نحصل على) 2(و) 1(من المعادلتين   

=   ૚ࡾ 50 − ଵݔ10  − ଶݔ5 + ଵܵ     … … … … … … … … (3)  

=   ૛ࡾ 40 − ଵݔ 5 − + ଶݔ 10 ܵଶ            

     :يلي ينتج ما (Z)في دالة الهدف  )3(الواردة في العلاقة   ଶܴ)( و  ଵܴ)(نعوض قيم  -

Z − ଵݔ20 − ଶݔ20 + 0. ଵܵ + 0. ܵଶ −ܯ. (ܴଵ + ܴଶ ) = 0  

Z − ଵݔ20 − ଶݔ20 .ܯ− (50 − ଵݔ10   − ଶݔ5 + ଵܵ + 40 − ଵݔ 5 − + ଶݔ 10 ܵଶ ) = 0  

Z − ଵݔ20 − ଶݔ20 .ܯ− 50 + .ܯ ଵݔ 10 + .ܯ ଶݔ5 .ܯ− ଵܵ −ܯ. 40 + .ܯ ଵݔ 5 +

.ܯ .ܯ− ଶݔ 10 ܵଶ = 0  

Z − (20 − ଵݔ(ܯ15 − (20 − ଶݔ(ܯ15 .ܯ− ଵܵ −ܯ. ܵଶ − ܯ.90 = 0  

Z − (20 − ଵݔ(ܯ15 − (20 − ଶݔ(ܯ15 .ܯ− ଵܵ −ܯ. ܵଶ =    ܯ.90
Z + (−20 + ଵݔ(ܯ15 + (−20 + ଶݔ(ܯ15 .ܯ− ଵܵ −ܯ. ܵଶ =    ܯ.70

  وذلك بالشكل التالي): الحل الممكن(تصميم جدول الحل الأساسي:  

 
 ૚࢞/࢏࢈

 
  ࢏࢈

Non-Basic Variables Basic 
Variables ࡾ૛  ࡾ૚  ࡿ૛  ࡿ૚  ࢞૛ ࢞૚ 

  ૚ࡾ     5   1−   0  1  0   50  5

  ૛ࡾ   5   10  0   1−  0  1   40  8

 90M  0  0  −M  −M  (−20 + 15M)  (−20 + 15M)   Z 

 تحسين الحل والوصول إلى الحل الأمثل: 

20−)كونه يقابل أكبر قيمة موجبة وهي ، )ଵݔ(الداخل هو  المتغير - + 15M)   في سطر دالة الهـدف(Z) ،
 .وبالتالي فهو يمثل سطر الارتكاز

)، كونه يقابل أصغر قيمة موجبة بعد قسمة قيم العمود )ଵܴ(المتغير الخارج هو  - ௜ܾ)     علـى قـيم العمـود
 .والذي يمثل عمود الارتكاز )ଶݔ(

 (=)بصيغة المساواة و) ≤(يتم إضافة المتغيرات الاصطناعية للقيود بصيغة أكير من أو تساوي  :ملاحظة
القيود بصيغة أقل مـن أو تسـاوي   ، أما ])≤(أكير من أو تساوي مع طرح المتغيرات الراكدة في حالة  [
 .الراكدة فقطفتضاف إليها المتغيرات ) ≥(

10 
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 .والذي يمثل تقاطع سطر الارتكاز مع عمود الارتكاز )10(نصر الارتكاز هو إن ع -

، 3على العنصـر المحـوري     ଵܴ)(نقوم بقسمة قيم السطر للمتغير الخارج  :إيجاد قيم السطر المحوري -
  :        ଶݔ وذلك للحصول على السطر المحوري

1        ଵ
ଶ

       − ଵ
ଵ଴

       0       ଵ
ଵ଴

        0        5   
  :م الصيغة السابقةاستخدوذلك دائما با :ر الجدولأسط اقيإيجاد قيم ب -

( ଶܴ) ݓ݁݊ =  [5    10     0  − 1     0     1    50 ] − (5)[1     ଵ
ଶ

   − ଵ
ଵ଴

     0    ଵ
ଵ଴

      0     5] 

               = ቂ0     ଵହ
ଶ

     ଵ
ଶ

   − 1 − ଵ
ଶ

     1    15ቃ                 
(ܼ) ݓ݁݊ =  [ (−20 + 15M) (−20 + 15M) −M   − M    0     0    90M ]– (−20 + 15M) ∗ [1    ଵ

ଶ
  − ଵ

ଵ଴
    0    ଵ

ଵ଴
    0     5]   

                =  ൤0  ൬−10 +
15
2 M൰     ൬−10 +

1
2 M൰      −M     ൬10−

3
2 M൰      0    (−100 + 15M)൨   

  :ه القيم في جدول الحل الجديد كالآتينسجل هذ    
 

 ૚࢞/࢏࢈
 

 ࢏࢈
Non-Basic Variables Basic 

Variables ࡾ૛  ࡾ૚  ࡿ૛  ࡿ૚  ࢞૛ ࢞૚ 

10  5   0   
ଵ
ଵ଴

  0   − ଵ
ଵ଴

   ଵ
ଶ

 ૚ܠ   1   

2  15   1   − ଵ
ଶ
  −1   

ଵ
ଶ
  ૛܀   0    

 
(100 + 15M)  0  ቀ10− ଷ

ଶ
Mቁ  −M  ቀ−10 + ଵ

ଶ
Mቁ  ቀ−10 + ଵହ

ଶ
Mቁ   0   Z 

، عنـدما  )حالѧة مثالنѧا(يعتبر الحل أمثلا  في حالة التقليل : اختبار أمثلية الحل والوصول إلى الحل الأمثل -
ΣZ تكون جميع معاملات دالة الهدف الجديدة سالبة أو معدومة أي  ≤ ، وهو ما لم يتحقق بعد بسبب وجود 0

ቀ−10موجبة ةمقي + ଵହ
ଶ

Mቁ    في السطر الجديد لـZ ،وبالتالي يجب تحسين الحل للوصول إلى الحل الأمثل ،
 :وذلك باتباع نفس الخطوات السابقة، نحصل على جدول الحل الجديد كالآتي

 
 ࢏࢈

Non-Basic Variables Basic 
Variables ࡾ૛  ࡾ૚  ࡿ૛  ࡿ૚  ࢞૛ ࢞૚ 

4   − ଵ
ଵହ

   ଶ
ଵହ

  ଵ
ଵହ

   − ଶ
ଵହ

 ૚ܠ   1   0

2   
ଶ
ଵହ

   − ଵ
ଵହ

  − ଶ
ଵହ

ଵ
ଵହ

 ૛ܠ   0   1  

120  (ସ
ଷ
− M) (ଶ଼

ଷ
− M) − ସ

ଷ
  − ଶ଼

ଷ
0   0   Z 

૚૞
૛  
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ΣZ)أو معدومة أي نلاحظ أن كل معاملات دالة الهدف أصبحت سالبة     ≤  وبالتالي قد وصلنا إلى الحل، (0
   : الأمثل، حيث أن قيم الحل الأمثل هي

  
 120(دج  120بـ  ةوالمقدر أقل تكلفة ممكنة المؤسسة تحقيقل: التفسير الاقتصادي للنتائج=Z (  يجـب

ଵݔ(من المنتوج الأول  اتوحد 4على المؤسسة إنتاج  =  )ଶݔ 2=( وحدتين من المنتوج الثاني و إنتاج  ،)4
)ي القيدين الأول والثاني عدم بقاء طاقة عاطلة فمع  ، ଵܵ = 0, ܵଶ = 0). 

  
 
  
  
 

 :(Big-M Method)الكبيرة   (M)سلبيات طريقة  -1-2

  :عدة سلبيات نذكر منهالحل مسائل البرمجة الخطية ب (Big-M Method) الكبيرة  (M)طريقة ميزتت  
يـرات الأساسـية ولـيس    تأثير كبير في اختيار وتحديد المتغير الداخل إلى عمود المتغ Mكان للمعامل  -

 .المعاملات الأصلية لمتغيرات النموذج الخطي

أثناء عمليات إلغاء معاملات عمـود الارتكـاز    Mإن حسابات عمليات الصفوف ليست بالبسيطة لظهور  -
 .وجعلها صفر لكل جدول من جداول الحل

فـي  ) ௜ܴ(ناعية قد يتضح في الجدول الأخير أن الحل غير ممكن لظهور أحد أو كل المتغيرات الاصـط  -
عمود المتغيرات الأساسية وبمستوى موجب، ففي هذه الحالة لا يمكن الاعتماد على النتائج ولا تطبيقهـا  

 .(infeasible Solution)في الواقع، ويطلق على هذه الحالة بالحل غير الممكن 

ير المتغيرات الاصطناعية في إزالة تأث Mلهذا توصل المختصون إلى طريقة أخرى لا تعتمد على المعامل   
  .على النموذج الخطي للمشكلة، تتضمن مرحلتين في الحل، لذا تسمى بطريقة المرحلتين

  (Two-Phase Method)طريقة المرحلتين   - 2
، إذ أن القيمـة  Mفي أنها لا تستخدم المتغير  (Big-M Method)إن طريقة المرحلتين تختلف عن طريقة   

 Dantzigدا قد يجعل الحل يتضمن بعض الصعوبة، وقـد طـور العالمـان    كرقم كبير ج Mالمفترضة إلى 
  .طريقة المرحليتين، والتي تعتمد في إيجاد الحل الأمثل على مرحلتين أساسيتين  Ordenو

  :ملاحظة
نقصد بمعاملات دالة الهدف التي تأخذ بعين الاعتبار للتأكد من الوصول إلى الحل الأمثـل المتغيـرات     

) (ومتغيرات الفجوة  )௝ݔ(القرارية  ௜ܵتغيرات الإصطناعية دون الم(ܴ௜). 

ܼ = 120 , ଵݔ     = ଶݔ       ,4 = 2,      ଵܵ = 0,       ܵଶ = 0 



   دروس وتطبيقات: رياضيات المؤسسة                                                                            
 

 48 

في إيجاد الحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطيـة فـي    الكبيرة  (M)طريقةوتعد طريقة المرحلتين أبسط من   
، إذ يمكن الوصول إلى الحل الأمثل للنموذج بعد التأكـد بـأن هنـاك حـل     (Minimization)حالة التقليل 

وبعدمه  ،(r=0)مساوية للصفر، أي أن    (r)للنموذج، وذلك من خلال الحصول على قيمة دالة الهدف الجديدة
  .لا يوجد حل للنموذج

  :النحو التاليويتم الحل بموجب هذه الطريقة على مرحلتين أساسيتين، يمكن توضيحهما على  
إن هدف هذه المرحلة هو التأكد من وجود حل أولي ممكن للبرنـامج الخطـي، فـإذا    : المرحلة الأولى -1- 2

أو ظهورها في عمود المتغيرات الأساسية فـي   )௜ܴ( أثبتت نتائج هذه المرحلة اختفاء المتغيرات الاصطناعية
ير إلى اختفائها وعدم تأثيرها على الحل النهائي الجدول الأخير من هذه المرحلة لكن بمستوى الصفر، مما يش

في المرحلة الثانية، ما يشير إلى امكانية الحصول على حل ممكن للبرنامج الخطي، أما إذا اثبتت نتائج هـذه  
بل على العكس تظهر وبقيم موجبة، في هذه الحالة نتوقـف   )௜ܴ( المرحلة عدم اختفاء المتغيرات الاصطناعية

 :وتتلخص خطوات هذه المرحلة فيما يليد هذه المرحلة ولا يتم الانتقال إلى المرحلة الثانية، عن الحل عن

تحويل نموذج البرمجة الخطية من الصيغة القانونية إلى الصيغة المعيارية، ومن ثم إضـافة المتغيـرات    -
 .لقيود النموذج فقط) ௜ܴ(الاصطناعية 

التـي  ) ௜ܴ(المتغيرات الاصطناعية  أساسها جمع كافة (r)جديدة دالة هدف استبدال دالة الهدف الأصلية ب -
 :ظهرت في قيود البرنامج وتقليل قيمتها إلى الصفر قدر الإمكان، أي أن

ݎ =      ܴଵ +  ܴଶ  + ⋯+  ܴ௜            ݊݅ܯ  

  
  

 

الاصـطناعية  الراكـدة و تصميم جدول يتضمن الحل الأولي، اعتمادا على معاملات المتغيرات القرارية و -
௝ ،(ܴ௜ݔ( , ௜ܵ في قيود النموذج، ودالة الهدف الجديدة (r). 

مما يعني وجود حل للنموذج، والمقترنة في كـون   ،(r=0) نتبع الخطوات السابقة، حتى نحصل على قيمة -
 .أصغر من أو تساوي الصفر (r)جميع معاملات دالة الهدف 

فهذا يعني أنه من المؤكد أن المتغيـرات    ،(r଴>0 ݊݅ܯ)ة الهدف الجديدة موجبة إذا كانت أدنى قيمة لدال -
ستظهر في الجدول الأخير للمرحلة الثانية، وعليه يعتبر الحل غير ممكن، لذلك لا يتم ) ௜ܴ(الاصطناعية 

 .الانتقال إلى المرحلة الثانية

مهما كان نوع دالة الهدف الأصـلية   (Min)تكون دائما بصيغة التقليل  (r)دالة الهدف الجديدة  :ملاحظة
Z )Max  أوMin.(  
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فهذا يعني أن كل المتغيـرات   ،(଴=0ݎ ݊݅ܯ)الصفر  كانت أدنى قيمة لدالة الهدف الجديدة تساويأما إذا  -
أصبحت قيمتها تساوي الصفر، إما لعدم ظهورها في عمود المتغيرات الأساسية، أو قد ) ௜ܴ(الاصطناعية 

تظهر ولكن بمستوى الصفر، وفي كلا الحالتين فإن ذلك يدل على وجود حل ممكن للبرنـامج الخطـي،   
 .ى المرحلة الثانية لاستكمال الحل والوصول إلى الحل الأمثلعندها يتم الانتقال إل

 :وتتلخص خطوات هذه المرحلة فيما يلي: المرحلة الثانية -2- 2

، بعـد اسـتبعاد المتغيـرات    لأمثل الذي تم التوصل إليه في نهاية المرحلة الأولـى الحل اجدول اعتماد  -
 .عليه كجدول الحل الأساسي للمرحلة الثانية، حيث يتم الاعتماد (r)، ودالة الهدف )௜ܴ(الاصطناعية 

، ثم يتم تحويلها إلى الصيغة القياسية من ثم تحل محـل معـاملات   (Z)الرجوع إلى دالة الهدف الأصلية  -
 .دالة الهدف للجدول الأخير الأمثل للمرحلة الأولى

جـراء نفـس   ، يعـاد إ (Z)في حالة وجود أحد معاملات دالة الهدف أكبر من الصفر في دالـة الهـدف    -
ΣZ)الخطوات السابقة حتى يتم الوصول إلى جميع المعاملات أقل من أو تساوي الصفر أي  ≤ ، مما (0

 .يعني الوصول إلى الحل الأمثل للنموذج

  Two)-(Phase Methodولكن بطريقة المرحلتين  )03(أوجد الحل الأمثل للمثال السابق  رقم  :)40( مثال
  : الحل

  :ات التاليةللقيام بالحل نتبع الخطو
 :يمكن الوصول إلى حل النموذج في مرحلته الأولى كالتالي :المرحلة الأولى - 1

 :وتتضمن: الخطوة الأولى -1- 1

  :يلي تحويل النموذج من الصيغة القانونية إلى الصيغة المعيارية كما -
Z − ଵݔ20 − ଶݔ20 + ૙.ࡿ૚ + ૙. = ૛ࡿ :ثم 0 (ܼ)݊݅ܯ    = ଵݔ20 + ଶݔ20 − ૙. − ૚ࡿ ૙.     ૛ࡿ

ଵݔ 10 + ଶݔ5 − = ૚ࡿ 50 
ଵݔ 5 + − ଶݔ 10 = ૛ࡿ 40 
. ଵݔ)  .ଶݔ ଵܵ . ܵଶ   ) ≥ 0 

ظهرت سالبة، مما يتعارض مع    (ܵଶ = ) و(40− ଵܵ = يتضح من القيدين السابقين بأن قيم     (50−  
الاصطناعية ، ولمعالجة هذا الموضوع يتم إضافة المتغيرات  (Sଵ . Sଶ   ) ≥  شرط عدم السلبية (0

 (ଵ .ܴଶܴ) :يلي للقيود كما 

ଵݔ10 + ଶݔ5 − ଵܵ + =       ૚ࡾ 50 … … … … … … … … (1)         
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ଵݔ 5 + − ଶݔ 10 ܵଶ + =     ૛ࡾ 40 … … … … … … … … (2) 
. ଵݔ)  .ଶݔ ଵܵ . ܵଶ   .ܴଵ .ܴଶ ) ≥ 0 

مع مراعاة جعل الدالة مساوية إلى قيمة ثابتة ، (ଵ .ܴଶܴ)، اعتمادا على قيم (r)غة دالة هدف جديدة صيا -
ݎ:                    فقط، إذن =      ܴଵ +  ܴଶ            ݊݅ܯ 

  : نحصل على  )2(و) 1( من المعادلتين -
=   ૚ࡾ 50 − ଵݔ10   − ଶݔ5 + ଵܵ     … … … … … … … … (3)  

=   ૛ࡾ 40 − ଵݔ 5 − + ଶݔ 10 ܵଶ            

  :كما يلي (r)في دالة الهدف الجديدة  )3(الواردة في العلاقة  ଶ ቁܴ و ቀܴଵنعوض قيمة   

ݎ = (50 − ଵݔ10 − ଶݔ5 + ଵܵ) + (40 − ଵݔ5 − ଶݔ10 + ܵଶ )  

ݎ = 90 − ଵݔ15 − ଶݔ15 + ଵܵ + ܵଶ           ݊݅ܯ   

ݎ + ଵݔ15 + ଶݔ15 − ଵܵ − ܵଶ = 90  

 :ويتم ذلك على النحو التالي): الحل الأولي(تصميم الحل الأساسي  -

 
 ૚࢞/࢏࢈

 
  ࢏࢈

Non-Basic Variables Basic 
Variables ࡾ૛  ࡾ૚  ࡿ૛  ࡿ૚  ࢞૛ ࢞૚ 

  ૚ࡾ     5   1−   0  1  0   50  5

  ૛ࡾ   5   10  0   1−  0  1   40  8

 ࢆ   20−   20−  0   0  0  0   0 

 90  0  0  −1  −1  15  15   r 

 ، وبالتالي العمود (r)في سطر دالة الهدف  )15(يمة موجبة ق، كونه يقابل أكبر ଵݔ)(المتغير الداخل هو  -

 .يمثل عمود الارتكازଵݔ) (

)بعد قسمة قيم العمود  )5(يمة موجبة ق، كونه يقابل أقل  ଵܴ)(رج هو المتغير الخا - ௜ܾ)  على قيم عمـود 

 .يمثل سطر الارتكاز ଵܴ)(وبالتالي السطر  ،الارتكاز

 .، وهو يمثل تقاطع سطر الارتكاز مع عمود الارتكاز)10(عنصر الارتكاز هو  -

  :        (4)على العنصر المحوري  ) ଶܴ( الخارج قيم السطر للمتغير ي بعد قسمةقيم السطر المحور -
1        ଵ

ଶ
      − ଵ

ଵ଴
     0      ଵ

ଵ଴
        0        5   

10 
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  :م الصيغة السابقةاستخدوذلك دائما با ر الجدولأسطقيم بقية   -
( ଶܴ) ݓ݁݊ =  [5    10     0  − 1      0     1     40 ] − (5)[1      ଵ

ଶ
  − ଵ

ଵ଴
    0     ଵ

ଵ଴
    0     5]   

                 =   ቂ0      ଵହ
ଶ

     ଵ
ଶ

       1 − ଵ
ଶ

     1     15ቃ   

(Z) ݓ݁݊ =  [−20 − 20    0    0     0     0     0 ]− (−20)[1    ଵ
ଶ

  − ଵ
ଵ଴

    0     ଵ
ଵ଴

    0    5]    
               = [ 0  − 1 − 10    0    10     0    100]   

(ݎ) ݓ݁݊ =  [ 15    15 − 1  − 1    0     0    90 ]   – (15) ∗ [1    ଵ
ଶ

   − ଵ
ଵ଴

    0   ଵ
ଵ଴

    0    5]    

                 =  ൤ 0     
15
2

     
1
2

  − 1 −  
3
2

    0   15൨   

  :تسجيل هذه القيم في جدول الحل الجديد كالآتي    -
 

 ૛࢞/࢏࢈
 

 ࢏࢈
Non-Basic Variables Basic 

Variables ࡾ૛  ࡾ૚  ࡿ૛  ࡿ૚  ࢞૛ ࢞૚ 

10  5   0   
ଵ
ଵ଴

  0   − ଵ
ଵ଴

   ଵ
ଶ

 ૚࢞   1   

2  15   1   − ଵ
ଶ
  −1   

ଵ
ଶ
  ૛ࡾ   0    

 ࢆ   0   10−  10−   0  10  0   100 

 15  0  − ଷ
ଶ
  −1  

ଵ
ଶ
  ଵହ

ଶ
   0   r 

، موجبـة  (r)معاملات دالة الهدف الجديدة  بما أن بعض :اختبار أمثلية الحل والوصول إلى الحل الأمثل -
كمـا هـو موضـح فـي     يجب تحسين الحل للوصول إلى الحل الأمثل، وذلك بإتباع نفس الخطوات السابقة، 

 .الخطوة الثانية

 :وتتضمن ما يلي :الخطوة الثانية -2- 1

ଵହ(يمة موجبة ق، كونه يقابل أكبر ଶݔ)(خل هو المتغير الدا -
ଶ

 ، وبالتالي العمود (r)في سطر دالة الهدف ) 

 .يمثل عمود الارتكازଶݔ) (

)بعد قسمة قيم العمود  )2(، كونه يقابل أقل قيمة موجبة  ଶܴ)(المتغير الخارج هو  - ௜ܾ)    على قـيم عمـود
 .يمثل سطر الارتكاز ଶܴ)(وبالتالي السطر  الارتكاز،

ଵହ(عنصر الارتكاز هو  -
ଶ

 .، وهو يمثل تقاطع سطر الارتكاز مع عمود الارتكاز)

  :        (4)على العنصر المحوري  ) ଶܴ(قيم السطر المحوري بعد قسمة قيم السطر للمتغير الخارج  -

૚૞
૛  
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0       1      ଵ
ଵହ

      ଶ
ଵହ

     − ଵ
ଵହ

       ଶ
ଵହ

      2   

  :ر الجدول وذلك دائما باستخدام الصيغة السابقةأسطيم بقية ق  -
(ଵݔ) ݓ݁݊ =  [1     ଵ

ଶ
  − ଵ

ଵ଴
    0    ଵ

ଵ଴
    0    5]− (ଵ

ଶ
)[0    1  − ଵ

ଵହ
    ଶ

ଵହ
   − ଵ

ଵହ
    ଶ

ଵହ
    2]    

                = ቂ1    0   − ଶ
ଵହ

   ଵ
ଵହ

   ଶ
ଵହ

 −  ଵ
ଵହ

   4ቃ   

(z) ݓ݁݊ =  [0 − 10 − 10    0   10    0   100] − (−10)[0   1 − ଵ
ଵହ

    ଶ
ଵହ

   − ଵ
ଵହ

  ଶ
ଵହ

  2]   

               = ቂ0     0   − ଶ଼
ଷ

  − ସ
ଷ

    ଶ଼
ଷ

    ସ
ଷ

   120ቃ 

(ݎ) ݓ݁݊ =  ቂ0   ଵହ
ଶ

    ଵ
ଶ

  − 1 −  ଷ
ଶ

     0   15ቃ  –  (ଵହ
ଶ

) ∗ [0    1  − ଵ
ଵହ

   ଶ
ଵହ

  − ଵ
ଵହ

    ଶ
ଵହ

    2]    

                =  [0     0     0     0   − 1  − 1    0]   

  :تسجيل هذه القيم في جدول الحل الجديد كالآتي    -

 
 ࢏࢈

Non-Basic Variables Basic 
Variables ࡾ૛  ࡾ૚  ࡿ૛  ࡿ૚  ࢞૛ ࢞૚ 

4   − ଵ
ଵହ

   ଶ
ଵହ

  ଵ
ଵହ

   − ଶ
ଵହ

 ૚࢞   1   0   

2   
ଶ
ଵହ

   − ଵ
ଵହ

  − ଶ
ଵହ

   ଵ
ଵହ

 ૛࢞   0   1  

120  
ସ
ଷ
  ଶ଼

ଷ
  − ସ

ଷ
   − ଶ଼

ଷ
 ࢆ   0   0  

0  −1  −1  0  0  0   0   r 

والتي اقترنت بأن جميع المعاملات في سطر ، (r=0)أي  0تساوي  (r)دالة الهدف الجديدة  قيمةبما أن   
دالة الهدف أصغر من أو تساوي صفر، مما يدل ذلك على وجود حـل للنمـوذج، وينبغـي الاسـتمرار     

 .بالمرحلة الثانية

 :للوصول إلى الحل الأمثل نتبع الخطوات التالية :المرحلة الثانية - 2

بعـد اسـتبعاد المتغيـرات    ، اعتماد النتائج النهائية الواردة في جدول الحل الثالث من المرحلـة الأولـى   -
 .من الجدول المذكور (r)، ودالة الهدف )ଵ,ܴଶܴ(الاصطناعية 

 :، للوصول إلى الحل الأمثل للمشكلة وهي(Z)اعتماد دالة الهدف الأصلية  -

Z = ଵݔ2 + 0. ଵܵ + 0. ܵଶ          ݊݅ܯ  
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الحل الثالث من المرحلة من جدول ، (r)، ودالة الهدف )ଵ,ܴଶܴ(المتغيرات الاصطناعية نقوم باستبعاد   
 :الأولى على النحو التالي

 
 ࢏࢈

Non-Basic Variables Basic 
Variables ࡿ૛  ࡿ૚  ࢞૛ ࢞૚ 

4   
ଵ
ଵହ

   − ଶ
ଵହ

 ૚࢞   1   0   

2   − ଶ
ଵହ

   ଵ
ଵହ

 ૛࢞   0   1  

120  − ସ
ଷ

   − ଶ଼
ଷ

  0   0   Z 

ΣZ)أو معدومة أي دالة الهدف أصبحت سالبة نلاحظ أن كل معاملات     ≤ وبالتالي قد وصـلنا إلـى   ، (0
  : الحل الأمثل، حيث أن قيم الحل الأمثل هي

  

 120(دج  120بـ  ةوالمقدر أقل تكلفة ممكنة المؤسسة تحقيقل: التفسير الاقتصادي للنتائج=Z (  يجـب
ଵݔ(من المنتوج الأول  اتوحد 4على المؤسسة إنتاج  =  ، )ଶݔ 2=(من المنتوج الثاني  وحدتيناج وإنت ،)4

)  عدم بقاء طاقة عاطلة في القيدين الأول والثانيمع  ଵܵ = 0,   ܵଶ = 0) 2. 
 
IV. السمبلكس -  حالات خاصة للطريقة المبسطة (The Simplex Method)  
طية بواسطة نتطرق في هذا الجزء إلى بعض الحالات الخاصة التي تبزر عند حل مسائل البرمجة الخ 

الطريقة المبسطة، والتي تم التطرق إليها في الفصل الثاني عند دراسة الطريقة البيانية في حل مسائل البرمجة 
  :الخطية، والتي تتمثل فيما يلي

ويحدث ذلك عند الوصول إلى الجدول الأخير من الحل،  :(Infeasibility) ولعدم وجود حلحالة  - 1
لشكل المناسب ما يوحي بالوصول إلى الحل الأمثل، إلا أن ذلك يكون وتكون كل معاملات المتغيرات با
وتحدث هذه في مزيج الحل بين المتغيرات الأساسية وبقيمة موجبة،  ௜ܴ) (مرفوقا بوجود متغير اصطناعي 

 والقيد الآخر من نوع أكبر من أو ، )≥(الحالة عندما يكون أحد قيود المسألة من نوع أقل من أو يساوي 
  .والمثال التالي يوضح هذه الحالة، )≤( ساويي

  :أوجد الحل الأمثل لهذا البرنامج الخطي باستخدام طريقة السمبلكس ):05(مثال 
 

                                                             
  .(Big-M Method)الكبيرة  (M)إن النتائج المتوصل إليها هي نفسها التي تم الحصول عليها باستخدام طريقة  - 2

ܼ = 120 , ଵݔ     = ଶݔ       ,4 = 2,      Sଵ = 0,       Sଶ = 0 
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(ܼ)ݔܽܯ = ଵݔ3 +                    ଶݔ2
ଵݔ2 + ଶݔ    ≤ 2                            

                    s/c       3 ݔଵ + ଶݔ4 ≥ 12                                                                                                   
. ଵݔ)                               (ଶݔ ≥ 0 

  :الحل

 
   ࢏࢈

Non-Basic Variables  Basic 
Variables  

  رقم
 ૚࢞ ૛࢞  ૚ࡿ  ૛ࡿ  ૚ࡾ  الجدول

   ૚ࡿ   2   1   1  0  0   2
  الجدول
    ૚ࡾ   3   4   0 1-  1   12  الأول

−4M)   0  ܯ−  0   ܯ12 −ܯ3)   (2    ࢆ   (3

   ૛࢞   2   1   1  0  0   2
  الجدول

   ૚ࡾ   5−   0   4−  1−  1   4  نيالثا

ܯ4) + ܯ4−)  ܯ−  0  (4 ܯ5−)   0 (2+ +    ࢆ   (1

، ولكن هناك )Z≥0(لجدول الثاني أن القيم في السطر الأخير بالشكل المناسب حيث يلاحظ من خلال ا  
  .، وهذا يعني عدم وجود حل لهذه المسألة)4(لا زال في الحل وبقيمة موجبة  ଵܴ) (متغير اصطناعي 

وهذا يعني عدم وجود حدود على الحل، ويحدث ذلـك   :(Unboundeness) حالة حلول غير محدودة - 2
م الأرباح عندما يكون بالإمكان زيادة أحد العوامل الداخلة في الحل بشكل غير محدود، وبالتالي في حالة تعظي

 .زيادة الأرباح إلى ما لا نهاية ودون مخالفة قيود المسألة، كما يوضحه المثال التالي

  :أوجد الحل الأمثل لهذا البرنامج الخطي باستخدام طريقة السمبلكس ):60(مثال 
(ܼ)ݔܽܯ = ଵݔ6 −                    ଶݔ2

ଵݔ2 − ଶݔ ≤ 2                                       
                   s/c        ݔଵ             ≤ 4                                                                                                      
. ଵݔ)                               (ଶݔ ≥ 0 
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  :الحل

   ࢏࢈ ૛࢞/࢏࢈
Non-Basic Variables  Basic 

Variables  
  رقم

 ૚࢞ ૛࢞  ૚ࡿ  ૛ࡿ  الجدول

   ૚ࡿ   2   1−   1  0   2  2−
  الجدول
    ૛ࡿ   1   0   0  1   4 ∞  الأول

   ࢆ   6−   2   0  0   0 

 0  
ଵ
ଶ

   ଵ
ଶ

   ૚࢞   1   
  الجدول
  1   3  الثاني

ଵ
ଶ

 -  ଵ
ଶ

   ૛ࡿ   0   

   ࢆ   0   1−   3  0   6

   ૚࢞   1   0  1   4 
  لالجدو
   ૛࢞   0   1   1−  2   6  الثالث

   ࢆ   0   0   2  2   12
 

في جدول الحـل  (إلى الحل النهائي ويمكن اكتشاف هذه الحالة عند استخدام الطريقة المبسطة قبل الوصول 
أو أي  )∞(، ويحدث ذلك عندما نريد تحديد المتغير الخارج وتكون النتيجة سالبة أو غيـر محـددة   )الأساسي

  .بسبب وجود معاملات سالبة أو معدومة في أعمدة المتغيرات الداخلةمزيج بينهما، 
حلين أمثلين أو أكثر لمسألة  عند وجود :(Alternate Optimal Solution) حالة تعدد الحلول - 3

البرمجة الخطية، نقول بأن هذه المسألة لها حلول مثالية متعددة، نستطيع التعرف على هذه الحالة عند حل 
 (Z)، ذلك أن قيم السطر )الأمثل(المسألة بواسطة الطريقة المبسطة، وذلك عند الوصول إلى الحل الأخير 

 .لعوامل غير الداخلة في مزيج الحل، وهو ما يوضحه المثال التاليتكون مساوية للصفر لعامل أو أكثر من ا

  :أوجد الحل الأمثل لهذا البرنامج الخطي باستخدام طريقة السمبلكس ):70(مثال 
(ܼ)ݔܽܯ = ଵݔ2 +                    ଶݔ4
ଵݔ + ଶݔ2 ≤ 5                                       

                   s/c        ݔଵ + ଶݔ   ≤ 4                                                                                                      
. ଵݔ)                               (ଶݔ ≥ 0 
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  :الحل

 
   ࢏࢈

Non-Basic Variables  Basic 
Variables  

  رقم
 ૚࢞ ૛࢞  ૚ࡿ  ૛ࡿ  الجدول

  جدول   ૚ࡿ   1   2   1  0   5
  الحل

  الأساسي
    ૛ࡿ   1   1   0  1   4

   ࢆ   2−   4−   0  0   0
ହ
ଶ

   0  
ଵ
ଶ

   1   
ଵ
ଶ

  الحل   ૛࢞   
  الأمثل
  الأول

ଷ
ଶ

   1  − ଵ
ଶ

   0   
ଵ
ଶ

    ૛ࡿ   

   ࢆ   0   0   2  0   10

  الحل   ૛࢞   0   1   1  1−   1
  الأمثل
  الثاني

   ૚࢞   1   0   1−  2   3

   ࢆ   0   0   2  0   10

  :من الجدول يتضح أن هناك حلين لهذه المسألة  
 :الحل الأول يستنتج من جدول الحل الأمثل الأول -

 

  

 :الحل الثاني يستنتج من جدول الحل الأمثل الثاني -

 

  Redunant)وتبرز هذه الحالة عند وجود قيد فائض : (Degeneracy)حالة دورانية أو انحلال الحل -4

(Constant ،حيث يكون واحد أو أكثر من قيود المسألة سببا في جعل قيد آخر غير مهم وغير ضروري ، 

)وتظهر هذه الحالة عند قسمة قيم العمود  ௜ܾ)  على قيم عمود المتغير الداخل لمعرفة المتغير الخارج، وتكون 

 :في أكثر من سطر، كما يظهره الجدول التالي النتيجة متساوية

 
 
 
 

ܼ = 10 , ଵݔ     = ଶݔ       ,0 =
5
2

,      ଵܵ = 0,       ܵଶ =
5
2

 

ܼ = 10 , ଵݔ     = ଶݔ       ,3 = 1,      ଵܵ = 0,       ܵଶ = 0 
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  ࢏࢈ ૚࢞/ ࢏࢈
Non-Basic Variables Basic 

Variables ࡿ૜  ࡿ૛   ࡿ૚   ࢞૜   ࢞૛  ࢞૚  

40   10   0  0  2  1  1   ଵ
ସ

   ૚࢞   

૞   20   0  1  −1   ଵ
ଷ

   ૛ࡿ   4   5   

૞   10   1  0  ଶ
ହ

   ૜ࡿ   2   5  2   

 80  0  0  −16  −6  0   3   Z 

هو المتغير الداخل، كما يلاحظ أن هناك تساوي في  )ଵݔ(حيث يلاحظ من خلال الجدول السابق أن المتغير   
   .لاختيار المتغير الخارج) ( ଷܵو ) ( ଶܵنسبة قيم عمود المتغير الداخل على قيم السطرين 

 
V. تمارين محلولة  

  :أوجد الحل الأمثل للبرنامج الخطي التالي باستخدام طريقة السمبلكس  :التمرين الأول
(ܼ)ݔܽܯ = ଵݔ100 +             ଶݔ80

≥    ଶݔ2  220                                              
                      s/c       10 ݔଵ ≤ 3000                                                     
. ଵݔ)                                  (ଶݔ ≥ 0 

  : حلال
  :للقيام بعملية الحل نتبع الخطوات التالية 
 إذ يصبح البرنامج على الشكل التالي: كتابة الشكل المعياري للبرنامج الخطي: 

Z − ଵݔ100 − ଶݔ80 − ૙. − ૚ࡿ ૙.ࡿ૛   = 0 
ଶݔ2 + = ૚ࡿ 220                                                    
10 xଵ + = ૛ࡿ 3000 
. ଵݔ)  .ଶݔ ଵܵ . ܵଶ) ≥ 0 

  كالآتيجدول الحل الأساسي  ويكون): الأولي(إيجاد الحل الأساسي: 

 Non-Basic Variables  Basic   ࢏࢈ ૚࢞/࢏࢈
Variables  ࡿ૛  ࡿ૚  ࢞૛ ࢞૚ 

   ૚܁   0   2   1  0   220 ∞

    ૛܁     0   0  1   3000 300
   ܈   100−   80−   0  0   0 

10 
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 : وتشمل الخطوات التالية: تحسين الحل والوصول إلى الحل الأمثل - 2
هـي القيمـة   معامل المتغير لة تعظيم فإن مادامت المشكلة هي حا): سطر الارتكاز(تحديد المتغير الداخل  -

 .هو المتغير الداخل) ଵݔ(، و)100−(

هـو    ଶܵ، لذلك فـإن السـطر  300إن أصغر قيمة موجبة هي ): عمود الارتكاز(تحديد المتغير الخارج  -
، وهو العنصر الذي يتقـاطع  )عنصر الإرتكاز(هو العنصر المحوري  10المتغير الخارج، وأن العنصر 

 .سطر الارتكاز مع عمود الارتكاز عنده

نقوم بقسمة قيم السـطر للمتغيـر   ): سطر الارتكاز القديم في الجدول الجديد(إيجاد قيم السطر المحوري  -
  :        ଶݔ، وذلك للحصول على السطر المحوري 6على العنصر المحوري   ଷܵالخارج 

1        0        0       ଵ
ଵ଴

       300   

  :ر جدول الحل الجديد نستخدم الصيغة السابقةأسطلإيجاد قيم بقية : ر الجدولأسطد قيم بقية إيجا -
(Z) ݓ݁݊ =  [−100    − 80     0      0     0] − (100)[1        0        0       ଵ

ଵ଴
       300]            

                   = [     0      − 80     0      10   30000]           

 :نسجل هذه القيم في جدول الحل الجديد كالآتي

   ࢏࢈ ૛࢞/࢏࢈
Non-Basic Variables  Basic 

Variables  ࡿ૛  ࡿ૚  ࢞૛ ࢞૚ 

   ૚ࡿ   0     1  0   220 110

∞ 300   
ଵ
ଵ଴

    ૚࢞   1   0   0  
   ࢆ   0   80−   0  10   30000 

 

، )حالѧة ھѧذا التمѧرین(يعتبر الحل أمثلا  في حالة التعظـيم   :الحل والوصول إلى الحل الأمثل ختبار أمثليةا -
ΣZعندما تكون جميع معاملات دالة الهدف الجديدة موجبة أو معدومة أي  ≥ ، وهو ما لم يتحقق بعـد  0

0)سالبة  قيمبسبب وجود  ≥  ـZـ في السطر الجديد ل (80− ى ، وبالتالي يجب تحسين الحل للوصول إل
 :الحل الأمثل، وذلك باتباع نفس الخطوات السابقة، نحصل على جدول الحل الجديد كالآتي

 
 

2 
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   ࢏࢈

Non-Basic Variables  Basic 
Variables  ࡿ૛  ࡿ૚  ࢞૛ ࢞૚ 

110   0  
ଵ
ଶ

   ૛࢞   0   1   

300   
ଵ
ଵ଴

    ૚࢞   1   0   0  

   ࢆ   0   0   40  10   38800
 

ΣZأو معدومة أي نلاحظ أن كل معاملات دالة الهدف أصبحت موجبة     ≥ وبالتالي قد وصلنا إلى الحـل  ، 0
  : الأمثل، حيث أن قيم الحل الأمثل هي

   

 دج  38800على أكبر ربـح ممكـن والمقـدر بــ      لحصول المؤسسة: التفسير الاقتصادي للنتائج
)38800=Z ( المنتوج الأول  وحدة من 300يجب على المؤسسة إنتاج)ݔଵ = وحـدة   110وإنتاج  ،)300

ଷݔ( من المنتوج الثاني =                   والثـاني  فـي القيـدين الأول  طاقـة عاطلـة    عدم بقـاء مع  ،)110
( ଵܵ = 0, ܵଶ = 0). 

        الكبيــرة           Mأوجــد الحــل الأمثــل للبرنــامج الخطــي التــالي باســتخدام طريقــة   :التمــرين الثــاني
(The Big M Méthod)   :  

(ܼ)݊݅ܯ = ଵݔ5 +                                                ଶݔ7

ଵݔ  + ଶݔ 2 = 50                                                          
                        s/c       ݔଵ              ≥ 20                                                       

ଶݔ                                                 ≤ 20                                                        
(ଶݔ. ଵݔ)                                   ≥ 0 

  :الحل
  :للقيام بالحل نتبع الخطوات التالية 
ذج البرمجة الخطية من الصيغة القانونية إلى الصيغة القياسـية، وذلـك بإضـافة المتغيـرات     تحويل نمو -

  :(Z)الراكدة والاصطناعية إلى القيود ودالة الهدف 
Z − ଵݔ5 − ଶݔ7 + ૙. + ૚ࡿ ૙.ࡿ૛   −ࡾ.ࡹ૚ −ࡾ.ࡹ૛   = 0      
ଵݔ + ଶݔ2 + =                  ૚ࡾ 50 … … … … … … … … (1)         

ܼ = 38800 , ଵݔ   = 300, ଶݔ    = 110,   ଵܵ = 0,      ܵଶ = 0 
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ଵݔ  − + ૚ࡿ =                   ૛ࡾ 20 … … … … … … … … (2) 
 xଶ + =                              ૛ࡿ 20 … … … … … … … … (3) 
. ଵݔ)  .ଶݔ ଵܵ . ܵଶ   .ܴଵ .ܴଶ ) ≥ 0 

)(دة والمتفيرات الراك) ௝ݔ(بدلالة المتغيرات القرارية  (Z)صياغة دالة الهدف  - ௜ܵ  فقط على النحو التالي: 
  :نحصل على) 2(و) 1(من المعادلتين 

=   ૚ࡾ 50 − ଵݔ − ଶݔ2        … … … … … … … … (3)  

=   ૛ࡾ 20 − ଵݔ  + Sଵ      

     :يلي ينتج ما (Z)في دالة الهدف ) 3(الواردة في العلاقة   ( ଶܴ) و ( ଵܴ)نعوض قيم  

Z − ଵݔ5 − ଶݔ7 + 0. ଵܵ + 0.ܵଶ   −ܯ. (ܴଵ + ܴଶ   ) = 0  

Z − ଵݔ5 − ଶݔ7 .ܯ− (50 − ଵݔ  − ଶݔ2 + 20 − ଵݔ  + ଵܵ ) = 0  

Z − ଵݔ5 − ଶݔ7 .ܯ− 50 + ଵݔ  .ܯ + .ܯ ଶݔ2 .ܯ− 20 + .ܯ ଵݔ .ܯ− ଵܵ = 0  

Z − (5 − ଵݔ(ܯ2 − (7 − ଶݔ(ܯ2 .ܯ− ଵܵ − ܯ.70 = 0  

Z + (−5 + ଵݔ(ܯ2 + (−7 + ଶݔ(ܯ2 .ܯ− ଵܵ =    ܯ.70

   :وذلك بالشكل التالي): الحل الممكن(تصميم جدول الحل الأساسي  -

 
 ૛࢞/࢏࢈

 
  ࢏࢈

Non-Basic Variables Basic 
Variables ࡾ૛  ࡾ૚  ࡿ૛  ࡿ૚  ࢞૛ ࢞૚ 

  ૚ࡾ  1   2   0   0  1  0   50  50

  ૛ࡾ     0  1−   0  0  1   20  20

  ૛ࡿ   0   1  0   1  0  0   20 ∞

 70M  0  0  0  −M  (−7 + 2M)   (−5 + 2M)   Z 

5−)كونه يقابل أكبر قيمة موجبة وهي ،  )ଵݔ(المتغير الداخل هو  - + 2M)   في سطر دالة الهـدف(Z) ،
 .وبالتالي فهو يمثل سطر الارتكاز

)، كونه يقابل أصغر قيمة موجبة بعد قسمة قيم العمود )ଶܴ(المتغير الخارج هو  - ௜ܾ)    على قـيم العمـود
 .والذي يمثل عمود الارتكاز )ଵݔ(

 .والذي يمثل تقاطع سطر الارتكاز مع عمود الارتكاز )1(إن عنصر الارتكاز هو  -

1 
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، وذلـك  1 العنصر المحوري على  ଶܴقيم السطر للمتغير الخارج نقوم بقسمة :قيم السطر المحوريإيجاد  -
∶ ي للحصول على السطر المحور           ଶݔ

1        0      − 1       0       0        1        20   
  

  

  :م الصيغة السابقةاستخدوذلك دائما با :ر الجدولأسطإيجاد قيم بقية  -
( ଵܴ) ݓ݁݊ =  [1    2    0     0     1     0     50 ] − (1)[1     0  − 1     0     0    1     20]          

                  = [0     2    0     0     1     0    30]   

(ܼ) ݓ݁݊ =  [(−5 + 2M)   (−7 + 2M)  − M  0  0    0  70M ]– (−5 + 2M) ∗ [1      0  − 1       0       0    1     20]    

                    =  [0   (−7 + 2M)   (5−ܯ)   5−)    0      0 + 2M)     0    (−100 − 30M)]   

  :نسجل هذه القيم في جدول الحل الجديد كالآتي    

 
 ૚࢞/࢏࢈

 
 ࢏࢈

Non-Basic Variables Basic 
Variables ࡾ૛  ࡾ૚  ࡿ૛  ࡿ૚  ࢞૛ ࢞૚ 

  ૚ࡾ   0     0   0  1   0   30  15

 ૚࢞   1   0  1−   0  0  1   20 ∞

  ૛ࡿ   0   1  0   1  0  0   20  20

 
 

(−100− 30M)  (−5 + 2M)  0  0  (5−M) (−7 + 2M)   0   Z 

، عندما تكـون جميـع   قليليعتبر الحل أمثلا  في حالة الت :اختبار أمثلية الحل والوصول إلى الحل الأمثل -
ΣZأو معدومة أي  سالبةمعاملات دالة الهدف الجديدة  ≤  و ما لم يتحقـق بعـد بسـبب وجـود قـيم     وه ،0

، وبالتالي يجب تحسين الحل للوصول إلى الحل الأمثل، وذلـك باتبـاع نفـس    Zـ في السطر الجديد ل موجبة
 :الخطوات السابقة، نحصل على جدول الحل الجديد كالآتي

 
 
 
 
 

يم سطر الارتكاز في الجـدول السـابق هـي    عندما يكون عنصر الارتكاز يساوي الواحد فإن ق :ملاحظة
  .نفسها في جدول الحل الموالي

2 
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 ࢏࢈

Non-Basic Variables Basic 
Variables ࡾ૛  ࡾ૚  ࡿ૛  ࡿ૚  ࢞૛ ࢞૚ 

15   − ଵ
ଶ

   ଵ
ଶ
  0   

ଵ
ଶ

 ૛࢞   0   1   

 ૚࢞   1   0  1−   0  0   1   20

5   
ଵ
ଶ

   − ଵ
ଶ
  1   − ଵ

ଶ
 ૛ࡿ   0   0   

205  (ଷ
ଶ
଻)  (ܯ−

ଶ
−  0  (ܯ− ଷ

ଶ
  0   0   Z 

ΣZ) أو معدومة أينلاحظ أن كل معاملات دالة الهدف أصبحت سالبة     ≤ وبالتالي قد وصـلنا إلـى   ، (0
  : الحل الأمثل، حيث أن قيم الحل الأمثل هي

 
  
 205(دج  205أقل تكلفة ممكنة والمقدرة بـ  لتحقيق المؤسسة: التفسير الاقتصادي للنتائج=Z (  يجـب

ଵݔ(وحدة من المنتوج الأول  20على المؤسسة إنتاج  =     وحـدة مـن المنتـوج الثـاني        15 ، و إنتاج)20
= ଶܵ)، مع بقاء طاقة عاطلة في القيد الثاني )ଶݔ 15=( ) وعدم بقائها في القيد الأول ،(5 ଵܵ = 0). 

 أوجد الحل الأمثل للبرنامج الخطي التالي باستخدام طريقة المرحلتين : التمرين الثالث

(Two-Phase Method):  
(ܼ)ݔܽܯ                                                 = ଵݔ2 − ଶݔ4  +                       ଷݔ
ଵݔ2                                   − ଶݔ2 + ଷݔ  ≤ 8                                                          
                       s/c        ݔଵ + ଶݔ2 − ଷݔ3 ≥ 6                                                        
.ଶݔ. ଵݔ)                                   (ଷݔ ≥ 0 

  :الحل
  :للقيام بالحل نتبع الخطوات التالية 
 :يمكن الوصول إلى حل النموذج في مرحلته الأولى كالتالي: المرحلة الأولى - 1

  :يلي كما تحويل النموذج من الصيغة القانونية إلى الصيغة المعيارية -

ଵݔ2 − ଶݔ2 + + ଷݔ ଵܵ                = 8 … … … … … … … … (1)         
ଵݔ  + − ଶݔ 2 + ଷ −ܵଶݔ3 ܴଵ   = 6 … … … … … … … … (2) 
. ଵݔ)  .ଷݔ.ଶݔ ଵܵ .ܵଶ   .ܴଵ ) ≥ 0 

ܼ = 205 , ଵݔ     = ଶݔ       ,20 = 15,      ଵܵ = 0,       ܵଶ = 5 
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لدالة مساوية إلى قيمة ثابتة فقط، مع مراعاة جعل ا، (ଵܴ)، اعتمادا على قيم (r)صياغة دالة هدف جديدة  -
ݎ:                    إذن =      ܴଵ            Min 

  : ونحصل على  )1(من المعادلة  -

Rଵ   = 6 −   xଵ − 2xଶ + 3xଷ + Sଶ  … … … … . . … … (3)  

  :كما يلي (r)في دالة الهدف الجديدة  )3(الواردة في العلاقة  (ଵܴ)نعوض قيمة   

ݎ = 6 − ଵݔ   − ଶݔ2 + + ଷݔ3 ܵଶ    

ݎ + ଵݔ   + ଶݔ2 − − ଷݔ3 ܵଶ = 6  

 :ويتم ذلك على النحو التالي): الحل الأولي(تصميم الحل الأساسي  -

 
 ૛࢞/࢏࢈

 
  ࢏࢈

Non-Basic Variables Basic 
Variables ࡾ૚  ࡿ૛  ࡿ૚  ࢞૜ ࢞૛ ࢞૚ 

  ૚ࡾ   1     3−   0  1−  1   6  3

  ૚ࡿ   2   2−   1   1  0  0   8  4−

 ࢆ   2−   4   1−   0  0  0   8 

 6  0  −1  0  −3  2  1   r 

 ، وبالتالي العمود (r)في سطر دالة الهدف  )2(يمة موجبة ق، كونه يقابل أكبر ଶݔ)(المتغير الداخل هو  -

 .يمثل عمود الارتكازଶݔ) (

)بعد قسمة قيم العمود  )3(يمة موجبة ق، كونه يقابل أقل  ଵܴ)(لمتغير الخارج هو ا - ௜ܾ)    على قـيم عمـود
 .يمثل سطر الارتكاز ଵܴ)(وبالتالي السطر  ،الارتكاز

 .، وهو يمثل تقاطع سطر الارتكاز مع عمود الارتكاز)2( عنصر الارتكاز هو -

  :        (2)على العنصر المحوري  ) ଵܴ( طر للمتغير الخارجقيم الس ي بعد قسمةقيم السطر المحور -
ଵ
ଶ

       1     − ଷ
ଶ

      0    −  ଵ
ଶ

        ଵ
ଶ

       3   

  :م الصيغة السابقةاستخدوذلك دائما با ر الجدولأسطقيم بقية   -
) ݓ݁݊ ଵܵ ) =  [2 − 2    1     1     0     0     8 ]− (2)[ଵ

ଶ
     1  − ଷ

ଶ
     0   − ଵ

ଶ
      ଵ

ଶ
     3]          

            =  [3    0− 2     1 − 1     1    14]   

2 
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(Z) ݓ݁݊ =  [−2   4 − 1     0     0      0    8 ] − (2)[ଵ
ଶ

     1  − ଷ
ଶ

     0  − ଵ
ଶ

      ଵ
ଶ

     3]          
               = [−4     0     5     0     2 − 2 − 12]   

(ݎ) ݓ݁݊ =  [ 1    2 − 3     0  − 1    0     6 ]– (5) ∗ [ଵ
ଶ

     1  − ଷ
ଶ

     0  − ଵ
ଶ

     ଵ
ଶ

     3]   

                 =  [0     0     0      0      0 − 1    0]   

  :تسجيل هذه القيم في جدول الحل الجديد كالآتي    -

 
 ࢏࢈

Non-Basic Variables Basic 
Variables ࡾ૚  ࡿ૛  ࡿ૚  ࢞૜ ࢞૛ ࢞૚ 

3   
ଵ
ଶ

   − ଵ
ଶ
  0   − ଷ

ଶ
   1   

ଵ
ଶ

  ૛࢞   

 ૚ࡿ   3   0   2−   1  1−   1   14

 ࢆ   4−   0   5   0  2   2−  12

0  −1  0  0  0  0   0   r 

  والتي اقترنت بأن جميع المعاملات في سطر، (r=0)أي  0تساوي  (r)دالة الهدف الجديدة  قيمةبما أن  
دالة الهدف أصغر من أو تساوي صفر، مما يدل ذلك على وجود حل للنموذج، وينبغي الاستمرار بالمرحلـة  

 .الثانية

 :للوصول إلى الحل الأمثل نتبع الخطوات التالية :المرحلة الثانية - 2

بعـد اسـتبعاد المتغيـرات     المرحلـة الأولـى،   اعتماد النتائج النهائية الواردة في جدول الحل الثالث من -
 .من الجدول المذكور (r)، ودالة الهدف )ଵܴ(الاصطناعية 

 :، للوصول إلى الحل الأمثل للمشكلة وهي(Z)اعتماد دالة الهدف الأصلية  -

Z = ଵݔ2 + 0. ଵܵ + 0. ܵଶ          Max  

المتغيرات الاصطناعية الأمثل النهائي، بعد استبعاد للحصول على الحل  (Z)الهدف  دالةنقوم بتحسين قيمة   
)ܴଵ( ودالة الهدف ،(r) دالة الهدف ، وإضافة(Z) إلى جدول الحل الثالث من المرحلة الأولى كما يلي: 
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 ૚࢞/࢏࢈

 
 ࢏࢈

Non-Basic Variables  Basic 
Variables ࡿ૛  ࡿ૚  ࢞૜ ࢞૛ ࢞૚ 

6  3   − ଵ
ଶ
  0   − ଷ

ଶ
   1   

ଵ
ଶ

 ૛࢞   

ଵସ
ଷ

 ૚ࡿ     0   2−   1  1−   14  

 ࢆ 4-   0   5  0  2 12− 

يجب تحسين الحل للوصول إلـى الحـل    4−) ،( سالبة (Z)معاملات دالة الهدف الأصلية  بما أن بعض -
  :الجديد كالآتي الأمثل، وذلك باتباع نفس الخطوات السابقة، نحصل على جدول الحل

 
 ࢏࢈

Non-Basic Variables  Basic 
Variables ࡿ૛  ࡿ૚  ࢞૜ ࢞૛ ࢞૚ 

ଶ
ଷ

   − ଵ
ଷ
  − ଵ

଺
   − ଻

଺
 ૛࢞   0   1   

ଵସ
ଷ

   − ଵ
ଷ
  ଵ

ଷ
   − ଶ

ଷ
 ૚࢞   1   0   

ଶ଴
ଷ

  ଶ
ଷ
  ସ

ଷ
  ଻

ଷ
 ࢆ 0   0   

ΣZ)أو معدومة أي لات دالة الهدف أصبحت موجبة نلاحظ أن كل معام    ≥ وبالتالي قد وصلنا إلى الحل ، (0
 : مثل، حيث أن قيم الحل الأمثل هيالأ

  
   

 أكبر ربح ممكن والمقدر بـ  لتحقيق المؤسسة: التفسير الاقتصادي للنتائجଶ଴
ଷ

ଶ଴(دج  
ଷ

=Z (   يجـب علـى
ଵସالمؤسسة إنتاج 

ଷ
ଵݔ(وحدات من المنتوج الأول   = ଵସ

ଷ
ଶ، وإنتاج )

ଷ
ଶ=(وحدات من المنتوج الثاني  

ଷ
 ،)ଶݔ 

 ، مع عدم بقاء أي طاقة عاطلة في القيدين الأول والثاني)ଷݔ 0=(وعدم إنتاج أي وحدة من المنتوج الثالث 

( ଵܵ = 0,   ܵଶ = 0). 

ــالي باســت :التمــرين الرابــع ــامج الخطــي الت ــرة                   Mخدام طريقــة أوجــد الحــل الأمثــل للبرن الكبي
(The Big M Méthod) وبطريقة المرحلتين(Two-Phase Method)   :  

(ܼ)ݔܽܯ  = ଵݔ +                                                                                       ଶݔ%
ଵݔ + ଶݔ 2 = 3                                                           

                   s/c           2ݔଵ − ଶݔ  = 4                                                         
. ଵݔ)                                  (ଶݔ ≥ 0 

ܼ =
20
3

 , ଵݔ     =
14
3

ଶݔ       , =
2
3

, ଷݔ     = 0,      ଵܵ = 0,       ܵଶ = 0 

3 
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  :الحل
  :(The Big M Méthod)الكبيرة  Mباستخدام طريقة إيجاد الحل الأمثل  - 1
  :للقيام بالحل نتبع الخطوات التالية 
تحويل نموذج البرمجة الخطية من الصيغة القانونية إلى الصيغة القياسـية، وذلـك بإضـافة المتغيـرات      -

  :(Z)الراكدة والاصطناعية إلى القيود ودالة الهدف 
ܼ − ଵݔ − ଶݔ5 =   ૛ࡾ.ࡹ− ૚ࡾ.ࡹ− 0      
ଵݔ + ଶݔ2 + =                  ૚ࡾ 3 … … … … … … … … (1)         
ଵݔ 2 − ଶݔ + =                 ૛ࡾ 4 … … … … … … … … (2) 
. ଵݔ)  ( ଶ.ܴଵ .ܴଶݔ ≥ 0 

)(والمتفيرات الراكدة ) ௝ݔ(بدلالة المتغيرات القرارية  (Z)صياغة دالة الهدف  - ௜ܵ  فقط على النحو التالي: 
  :على نحصل) 2(و) 1(من المعادلتين 

=   ૚ࡾ 3 − ଵݔ − ଶݔ2        … … … … … … … … (3) 

=   ૛ࡾ 4 − ଵݔ 2 +      ଶݔ

     :يلي ينتج ما (Z)في دالة الهدف  )3(الواردة في العلاقة   ( ଶܴ) و ( ଵܴ)نعوض قيم  

Z − ଵݔ − ଶݔ5 .ܯ− (ܴଵ + ܴଶ) = 0  

Z − ଵݔ − ଶݔ5 .ܯ− (3 − ଵݔ  − ଶݔ2 + 4 − ଵݔ2  + (ଶݔ  = 0  

Z − ଵݔ − ଶݔ5 .ܯ− 3 + ଵݔ  .ܯ + .ܯ ଶݔ2 .ܯ− 4 + .ܯ ଵݔ2 ଶݔ.ܯ− = 0  

Z − (1 − ଵݔ(ܯ3 − (5 ଶݔ(ܯ− − ܯ.7 = 0  

Z + (−1 + ଵݔ(ܯ3 + (−5 + ଶݔ(ܯ =    ܯ.7

  :وذلك بالشكل التالي): الحل الممكن(تصميم جدول الحل الأساسي  -

 
 ૛࢞/࢏࢈

 
  ࢏࢈

Non-Basic Variables  Basic 
Variables ࡾ૛  ࡾ૚  ࢞૛ ࢞૚ 

  ૚ࡾ   1   2   1   0   3  3

  ૛ࡾ     1−  0   1   4  2

 7M  0  0  (−5 + M)   (−1 + 3M)   Z 

1−)كونه يقابل أكبر قيمة موجبة وهي ،  )ଵݔ(المتغير الداخل هو  - + 3M)   في سطر دالة الهـدف(Z)، 
 .وبالتالي فهو يمثل سطر الارتكاز

2 
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)، كونه يقابل أصغر قيمة موجبة بعد قسمة قيم العمود )ଶܴ(المتغير الخارج هو  - ௜ܾ)     علـى قـيم العمـود
 .والذي يمثل عمود الارتكاز )ଵݔ(

 .والذي يمثل تقاطع سطر الارتكاز مع عمود الارتكاز )2(إن عنصر الارتكاز هو  -

، وذلـك  2 على العنصر المحوري  ଶܴقيم السطر للمتغير الخارج نقوم بقسمة :المحوريقيم السطر إيجاد  -
  :        ଶݔ  للحصول على السطر المحوري

1    −  ଵ
ଶ

      0       ଵ
ଶ

       2  

  :م الصيغة السابقةاستخدوذلك دائما با :ر الجدولأسطإيجاد قيم بقية  -
( ଵܴ) ݓ݁݊ =  [1      2        1      0      3] − (1)[1     − ଵ

ଶ
     0      ଵ

ଶ
       2]           

                   = ቂ0      ହ
ଶ

       1  − ଵ
ଶ

      2ቃ   

(ܼ) ݓ݁݊ =  [(−1 + 3M)   (−5 + M)    0    0  7M ]– (−1 + 3M) ∗ [1     − 1
2      0      1

2        2]    

                    =  ቈ0   ቆ−
11
2 +

5
2 Mቇ    0    ቆ

1
2−

3
ቇܯ2        (2 + M)    ቉   

 :نسجل هذه القيم في جدول الحل الجديد كالآتي    

 
 ૛࢞/࢏࢈

 
  ࢏࢈

Non-Basic Variables  Basic 
Variables ࡾ૛  ࡾ૚  ࢞૛ ࢞૚ 

ଶ
ହ
  1   − ଵ

ଶ
  ૚ࡾ   0     1   

 2  ଵ
ଶ

   0  − ଵ
ଶ

 ૚࢞   1   

 (2 + M) ቀଵ
ଶ
− ଷ

ଶ
Mቁ  0   ቀ− ଵଵ

ଶ
+ ହ

ଶ
Mቁ   0   Z 

 ، عندما تكون جميع قليليعتبر الحل أمثلا  في حالة الت :اختبار أمثلية الحل والوصول إلى الحل الأمثل -

ΣZأو معدومة أي  سالبةمعاملات دالة الهدف الجديدة  ≤  قـيم  و ما لم يتحقـق بعـد بسـبب وجـود    ، وه0
، وبالتالي يجب تحسين الحل للوصول إلى الحل الأمثل، وذلـك باتبـاع نفـس    Zـ في السطر الجديد ل موجبة

 :الخطوات السابقة، نحصل على جدول الحل الجديد كالآتي

 
 
 
 
 

૞
૛ 
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  ࢏࢈

Non-Basic Variables  Basic 
Variables ࡾ૛  ࡾ૚  ࢞૛ ࢞૚ 

ଶ
ହ

   − ଵ
ହ

   ଶ
ହ

 ૛࢞   0   1   

ଵଵ
ହ

   ଶ
ହ

   ଵ
ହ
 ૚࢞   1   0  

ଶଵ
ହ

  ቀ− ଷ
ହ
− Mቁ  ቀଵଵ

ହ
− Mቁ   0   0   Z 

ΣZ)أو معدومة أي نلاحظ أن كل معاملات دالة الهدف أصبحت سالبة     ≤ ، وبالتالي قد وصـلنا إلـى   (0
 : الحل الأمثل، حيث أن قيم الحل الأمثل هي

 

  
 أكبر ربح ممكن والمقدر بـ  لتحقيق المؤسسة :التفسير الاقتصادي للنتائجଶଵ

ହ
ଶଵ(دج  

ହ
=Z (   يجـب علـى

ଵଵالمؤسسة إنتاج 
ହ

ଵݔ(وحدة من المنتوج الأول   = ଵଵ
ହ

ଶ، و إنتاج)
ହ

ଶ=(وحدة من المنتوج الثاني   
ହ

، مـع  )ଶݔ 
)عدم بقاء طاقة عاطلة في القيدين الأول والثاني  ଵܵ = 0,    ܵଶ = 0) . 

  :(Two-Phase Method)المرحلتينباستخدام طريقة إيجاد الحل الأمثل  - 2
  :للقيام بالحل نتبع الخطوات التالية

 :يمكن الوصول إلى حل النموذج في مرحلته الأولى كالتالي: المرحلة الأولى -1- 2

  :يلي تحويل النموذج من الصيغة القانونية إلى الصيغة المعيارية كما -
ଵݔ + ଶݔ2 + =      ૚ࡾ 3 … … … … … … … … (1)         
ଵݔ2  − + ଶݔ  =   ૛ࡾ 4 … … … … … … … … (2) 
. ଵݔ)  (   ଶ.ܴଵ .ܴଶݔ ≥ 0 

مع مراعاة جعل الدالة مساوية إلى قيمة ، ଶ  ቁܴ و ቀܴଵقيم اعتمادا على  ،(r)صياغة دالة هدف جديدة  -
ݎ                           :ثابتة فقط، إذن =      ܴଵ +  ܴଶ            ݊݅ܯ 

  : نحصل على  )2(و )1(من المعادلتين  -
=   ૚ࡾ 3 − ଵݔ   − ଶݔ2         … … … … … … … … (3)  

=   ૛ࡾ 4 − ଵݔ 2 +             ଶݔ 

  :كما يلي (r)في دالة الهدف الجديدة ) 3(الواردة في العلاقة  ଶቁܴ و ቀܴଵنعوض قيمة   
ݎ = (3 − ଵݔ − (ଶݔ2 + (4 − ଵݔ2 +   (ଶݔ

ݎ = 7 − ଵݔ3 −    ݊݅ܯ       ଶ   ݔ

ݎ + ଵݔ3 + ଶݔ = 7  

ܼ = ଶଵ
ହ

 , ଵݔ     = ଵଵ
ହ

ଶݔ       , = ଶ
ହ

,      ଵܵ = 0,       ܵଶ = 0  
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 :ويتم ذلك على النحو التالي): الحل الأولي(تصميم الحل الأساسي  -

 
 ૛࢞/࢏࢈

 
  ࢏࢈

Non-Basic Variables  Basic 
Variables ࡾ૛  ࡾ૚  ࢞૛ ࢞૚ 

  ૚ࡾ   1   2   1   0   3  3

  ૛ࡾ     1−  0   1   4  1

 0  0  0  −5   −1   Z 

 7   0   0  1   3   r 

 :يمكن تلخيص الخطوات الأخرى ضمن المرحلة الأولى في الجدولين التاليين

 
 ૛࢞/࢏࢈

 
  ࢏࢈

Non-Basic Variables  Basic 
Variables 

  رقم
 ૚࢞ ૛࢞  ૚ࡾ  ૛ࡾ الجدول

ଶ
ହ
  1   − ଵ

ଶ
  ૚ࡾ   0     1   

 
 الجدول
 الأول

 
ଵ
ଶ

   0  − ଵ
ଶ

 ૚࢞   1   

∞ 2  ଵ
ଶ
  0   − ଵଵ

ଶ
   0   Z 

 1   − ଷ
ଶ

   0  
ହ
ଶ

   0   r 
ଶ
ହ
  

ଶ
ହ

   − ଵ
ହ

   ଶ
ହ

 ૛࢞   0     

 
 الجدول
 الثاني

 
ଵଵ
ହ

   ଶ
ହ

   ଵ
ହ
 ૚࢞   1   0  

 
ଶଵ
ହ

  − ଷ
ହ
  ଵଵ

ହ
   0   0   Z 

 0   −1   −1  0   0   r 

  ، والتي اقترنت بأن جميع المعاملات في سطر (r=0)أي  0تساوي  (r)دالة الهدف الجديدة  بما أن قيمة
بالمرحلـة   دالة الهدف أصغر من أو تساوي صفر، مما يدل ذلك على وجود حل للنموذج، وينبغي الاستمرار

 .الثانية

 :للوصول إلى الحل الأمثل نتبع الخطوات التالية :المرحلة الثانية -2- 2

بعـد اسـتبعاد المتغيـرات     اعتماد النتائج النهائية الواردة في جدول الحل الثالث من المرحلـة الأولـى،   -
 .من الجدول المذكور (r)، ودالة الهدف )ଵܴ(الاصطناعية 

2 

૞
૛ 

1 
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 :، للوصول إلى الحل الأمثل للمشكلة وهي(Z)اعتماد دالة الهدف الأصلية  -

Z = ଵݔ +   ݔܽܯ    ଶ     ݔ5

المتغيرات الاصطناعية للحصول على الحل الأمثل النهائي، بعد استبعاد  (Z)الهدف  دالةنقوم بتحسين قيمة   
)ܴଵ( ودالة الهدف ،(r)،  دالة الهدف وإضافة(Z) لأولى علـى النحـو   إلى جدول الحل الثالث من المرحلة ا

  :التالي

 
  ࢏࢈

Non-Basic Variables Basic 
Variables ࢞૛ ࢞૚ 

ଶ
ହ

 ૛࢞   0   1   

ଵଵ
ହ

 ૚࢞   1   0   

ଶଵ
ହ

  0   0   Z 

ΣZ)أو معدومة أي بما أن كل معاملات دالة الهدف أصبحت سالبة     ≤ ، وبالتالي قد وصلنا إلى الحـل  (0
 : أن قيم الحل الأمثل هيالأمثل، حيث 

  
 

  

  

  

  

  

  

  

  

ܼ = ଶଵ
ହ

 , ଵݔ     = ଵଵ
ହ

ଶݔ       , = ଶ
ହ

,      ଵܵ = 0,       ܵଶ = 0   
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VI.  تمارين غير محلولة  
  :أوجد الحل الأمثل للبرامج الخطية التالية باستخدام طريقة السمبلكس في الحل: التمرين الأول

  

(ܼ)ݔܽܯ = ଵݔ50 + ଶݔ70 +                   ଷݔ120
ଵݔ 3         + ଶݔ + ଷݔ2   ≤ 90                           
s/c     2 ݔଵ + ଶݔ  + ଷݔ2 ≤ 60           

ଶݔ+ଵݔ2                     ≤ 20       
. ଵݔ)     .ଶݔ (ଷݔ ≥ 0                 

 
 

  

(ܼ)ݔܽܯ    = ଵݔ3 + ଶݔ +                ଷݔ2
ଵݔ  1 + ଶݔ + ଷݔ2 ≤ 84            

s/c    3 ݔଵ + ଶݔ 2           ≤ 90                                                  
. ଵݔ)         .ଶݔ (ଷݔ ≥ 0 

  
  

 

  
(ܼ)ݔܽܯ = ଵݔ5 +                                                  ଶݔ7

ଵݔ 8  + ଶݔ 5 ≤ 40                               
 s/c    ݔଵ − ଶݔ       ≤ 4                    

ଶݔ                  ≤ 4                                                              
. ଵݔ)     (ଶݔ ≥ 0                       

  
  

 

(ܼ)ݔܽܯ = ଵݔ100 +                                                    ଶݔ60
ଵݔ 8 + ଶݔ 2 ≤ 40                                

s/c    6ݔଵ + ଶݔ 9 ≤ 108                  
ଵݔ 8         + ଶݔ 6 ≤ 96                   

. ଵݔ)   (ଶݔ ≥ 0                    
  
  

 

(ܼ)ݔܽܯ = ଵݔ3 +             ଶݔ2
≤ ଵݔ         6 +   ଶݔ2

s/c    2ݔଵ + ଶݔ  ≤ 8             
ଶݔ+ଵݔ -           ≤ 1            
ଶݔ                      ≤ 2                                
. ଵݔ)         (ଶݔ ≥ 0 

 
  

(ܼ)ݔܽܯ  = ଵݔ50 + ଶݔ80 +    ଷݔ120
ଵݔ 3 + ଶݔ + ଷݔ2 ≤ 90                             

     s/c   5ݔଵ + ଶݔ4  ≤ 60                       
. ଵݔ)   (ଶݔ ≥ 0                      

 
 
 
  

ܼ = 4000, ଵݔ   = 20, ଷݔ  = 20,
ଵܵ = 30,   ܵଶ = 0,  ܵଷ = 0  

ܼ = 144 , ଵݔ   = 30, ଶݔ =
0, ଷݔ  = 27, ଵܵ = 0,    ܵଶ = 0  

ܼ = 56 , ଵݔ    = 0, ଶݔ    =
8,    ଵܵ = 0,   ܵଶ = 12,  ܵଷ = 4  

ܼ = 864 , ଵݔ  = ଵଶ
ହ

, ଶݔ =
ହଶ
ହ

,  ଵܵ = 0 ,  ܵଶ = 0,  ܵଷ = ଻ଶ
ହ

  

ܼ = ଷ଼
ଷ

, ଵݔ  = ଵ଴
ଷ

, ଶݔ = ସ
ଷ

, ଵܵ =

0,   ܵଶ = 0, ܵଷ = 3, ܵସ = ଶ
ଷ

  

ܼ = ସ଼଴
଻

, ଵݔ  = ଺଴
଻

, ଶݔ =
ଷ଴
଻

, ଵܵ = 0,ܵଶ = 0  
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و    (Big-M Method)طية التالية باستخدام طريقتي للبرامج الخ أوجد الحل الأمثل :التمرين الثاني
(Two-Phase Method):  

(ܼ)݊݅ܯ       = ଵݔ4 +   ଶݔ
ଵݔ3 + ଶݔ    = 3          

  s/c      4 ݔଵ + ଶݔ3  ≥ 6                               
ଵݔ             + ଶݔ2     ≤ 4    
. ଵݔ)             (ଶݔ ≥ 0 

  
  
 

(ܼ)݊݅ܯ        = ଵݔ2 +   ଶݔ
ଵݔ + ଶݔ3     ≥ 30       

  s/c      4 ݔଵ + ଶݔ2  ≥ 60      
(ଶݔ. ଵݔ)  ≥ 0            

 
 

 

  
 

(ܼ)ݔܽܯ = ଵݔ5 +              ଷݔଶ +4ݔ12
ଵݔ + ଶݔ2 + ଷݔ4 ≤5                        

  s/c     2ݔଵ − ଷݔ ଶ+3ݔ = 2              
. ଵݔ)           .ଶݔ (ଷݔ ≥ 0 

  
 

  

(ܼ)ݔܽܯ = ଵݔ +             ଶݔ5
ଵݔ  + ଶݔ        ≤ 8         

 s/c      −ݔଵ + ଶݔ3 ≤ 3                    
. ଵݔ)           (ଶݔ ≥ 0                     
            
 

  

(ܼ)݊݅ܯ = ଵݔ2 +             ଶݔ
ଵݔ + ଶݔ2 ≥ 30               

  s/c     4ݔଵ + ଶݔ2  ≤ 40                  
(ଶݔ. ଵݔ)          ≥ 0                      

            
 
 

     

(ܼ)݊݅ܯ          = ଵݔ10 +  ଶݔ30
ଵݔ3           + ଶݔ2 ≥ 6  
 s/c     6 ݔଵ + ଶݔ   ≥ 6    

ଵݔ                   ≥ 2                                  
. ଵݔ)           (ଶݔ ≥ 0 
               
 

   

 

 

ܼ =
17
5

 , ଵݔ     =
2
5

, ଶݔ    =
9
5

,

ଵܵ = 1,       ܵଶ = 0 

ܼ = 20 , ଵݔ     = ଶݔ       ,6 =
8,      ଵܵ = 0,       ܵଶ = 0  

ܼ = ଵସଵ
ହ

, ଵݔ  = ଽ
ହ

, ଶݔ = ଼
ହ

, ଵܵ =
0, ܵଶ = 0   

ܼ = 19, ଵݔ  = ଶଵ
ସ

ଶݔ, = ଵଵ
ସ

, ଵܵ =
0,  ܵଶ = 0  

 ଵܵ = 0,    ܵଶ = 0 

ܼ = 20 , ଵݔ  = 6, ଶݔ = 8,  ܼ = ଶ଴଴
ଷ

 , ଵݔ  = ଶ
ଷ

, ଶݔ = 2,  
 ଵܵ = 0,      ܵଶ = 0    
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إن المسائل التي يتم صياغتها بأسلوب البرمجة الخطية يطلـق عليهـا اصـطلاح النمـاذج الأوليـة                   

(Primal Models)،      ومن الممكن إعادة صياغة البرنامج الأولي بأسلوب آخـر يطلـق عليـه اصـطلاح
إذ أن لكل برنامج يوجد برنامج آخر يقابله، ومن هنا يتبين أن كل مسألة   ،(Dual) البرنامج المقابل أو الثنائي

هـا نموذجـان، الأول   تتوفر فيها شروط البرمجة الخطية يمكن تمثيلها على شكل نموذج برمجة خطية يوجد ل
  .، ويمثل الجانب الآخر من المسألة)الثنائي(هو الذي يمثل المسألة الأولية، أما الثاني فهو البرنامج المقابل 

I.  المقابل(مفهوم البرنامج الثنائي  (  
البرنامج الثنائي أو المقابل هو عبارة عن برنامج معكوس للبرنامج الأصلي يلجأ إليه عندما يصعب حـل      

برنامج من البرمجة الخطية هناك برنامج مقابل له ومشـتق منـه، فـإذا كـان      أي أن لكلمسألة الأصلية، ال
دالـة الهـدف،    متعلـق بتخفـيض  البرنامج الأول متعلق بتعظيم دالة الهدف، فإن البرنامج المقابل له سيكون 

ليه فإن كل صيغة من هـذه  ، وعصحيحوتصاغ عادة من نفس البيانات التي يتضمنها البرنامج الأول والعكس 
الصيغ تحمل تفسيرات معينة، يمكن استخدامها لحل مسألة برمجة خطية واحدة بطرق مختلفة بالرغم مـن أن  

 .النتائج والمعلومات التي يتم الحصول عليها من حل مسائل البرمجة الخطية هي متشابهة في كلتا الحالتين

II.  المقابل(خصائص ومميزات البرنامج الثنائي(  
  :يتميز البرنامج الثنائي أو المقابل بمجموعة من الخصائص نذكرها فيما يلي   
يساعد البرنامج الثنائي على التوصل إلى الحل بصورة أسرع في بعض الأحيان، وذلك بتقليص خطـوات   -

الحل، أي أن طريقة حل المسألة الثنائية تستلزم خطوات رياضية أقل تعقيدا من الخطوات اللازمة لحـل  
 .لة الأولية أحياناالمسأ

يمكن إيجاد الحل الأمثل في البرنامج الثنائي عند وجود متغير أساسي في البرنامج ذو قيمة سـالبة، فـي    -
 .حين لا يمكن حل البرنامج الأولي إذا كان لأحد متغيراته قيمة سالبة

مختصرة في حالـة  يساعد البرنامج الثنائي على إجراء تحليل ما بعد الأمثلية والتوصل إلى الحل بصورة  -
  .إضافة قيود جديدة للمسألة أو إجراء تغييرات في معاملات المتغيرات الأساسية

  البرنامج الثنائي أو المقابل: المحور الرابع
Dual Pogram 
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III.  المقابلة(تحويل البرنامج الأولي إلى البرنامج الثنائي وصياغة المسألة الثنائية(  
  :من أجل تحويل البرنامج الأولي إلى البرنامج الثنائي وبالعكس يتم اتباع الخطوات التالية  
 (Min) خفيضفإنها تحول إلى النوع ت (Max)كانت دالة الهدف في البرنامج الأولي من النوع تعظيم  إذا - 1

 .في البرنامج الثنائي والعكس صحيح

عدد المتغيرات في البرنامج الأولي يكون مساويا لعدد القيود في البرنامج الثنائي، فمثلا إذا كان البرنـامج   - 2
 .البرنامج الثنائي سيحتوي على ثلاث قيود الخطي يحتوي على ثلاث متغيرات فإن

عدد القيود في البرنامج الأولي يكون مساويا لعدد المتغيرات في النموذج الثنائي، فمثلا إذا كان النمـوذج   - 3
 .الأولي يحتوي على أربعة قيود فإن البرنامج الثنائي سيحتوي على أربعة متغيرات

فإنها تتحول إلـى الشـكل أصـغر أو    ) ≤(أكبر أو يساوي  إذا كانت القيود في البرنامج الأولي على شكل - 4
 .في البرنامج الثنائي والعكس صحيح أيضا) ≥(يساوي 

) أو الموارد معاملات دالة الهدف في البرنامج الأولي هي قيم الجوانب اليمنى - 5 ௜ܾ)   للنموذج الثنائي، وقـيم
) أو الموارد الجوانب اليمنى ௜ܾ)  معاملات دالة الهدف في البرنامج الثنائيللنموذج الأولي تصبح. 

معاملات كل متغير في قيود البرنامج الأولي حسب ترتيب القيود تتحول إلى معاملات متغيـرات قيـود    - 6
 .البرنامج الثنائي حسب نفس الترتيب

 .في كلا البرنامجين تكون المتغيرات غير سالبة مادام صيغة البرنامج الأولي قانونية - 7

  :ن البرنامج الأولي في شكل الصيغة القانونية التاليةوتفصيلا إذا كا
(ܼ)ݔܽܯ = ܿଵݔଵ + ܿଶݔଶ + ܿଷݔଷ   
ܽଵଵݔଵ + ܽଵଶݔଶ + ܽଵଷݔଷ ≤ ܾଵ  

s/c     ܽଶଵݔଵ + ܽଶଶݔଶ + ܽଶଷݔଷ ≤ ܾଶ          
.ଶݔ. ଵݔ)                                     (ଷݔ ≥ 0      

  : فإن برنامجه الثنائي يكون على الشكل التالي
(ܼ)݊݅ܯ = ܾଵݕଵ + ܾଶݕଶ          
ܽଵଵݕଵ + ܽଶଵݕଶ ≥ ܿଵ            

s/c     ܽଵଶݕଵ + ܽଶଶݕଶ ≥ ܿଶ                    
ܽଵଷݕଵ + ܽଶଷݕଶ ≥ ܿଷ           

. ଵݕ)                                     (ଶݕ ≥ 0             
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:يلاحظ أن هذين البرنامجين متناظرين، ويظهر التناظر عموما من خلال الجدول التالي   
 ௡ ≥ 0ݔ . . ଷݔ ଶݔ ଵݔ 
 ଵ ܽଵଵ ܽଵଶ ܽଵଷ . . ܽଵ௡ ≤ ܾଵݕ
 ଶ ܽଶଵ ܽଶଶ ܽଶଷ . . ܽଶ௡ ≤ ܾଶݕ
 ଷ ܽଷଵ ܽଷଶ ܽଷଷ . . ܽଷ௡ ≤ ܾଷݕ
. . . . . . . . . 
. . . . . . . . . 
 ௠ ܽ௠ଵ ܽ௠ଶ ܽ௠ଷ . . ܽ௠௡ ≤ ܾ௠ݕ
≥ ≥ ≥ ≥ . . ≥   

0 ܿଵ ܿଶ ܿଷ . . ܿ௡  Min 
Max 

 

IV. الانتقال من الحل الأمثل للبرنامج الأولي إلى الحل الأمثل للبرنامج الثنائي أو العكس  
لإعداد جدول الحل الأمثل للبرنامج الثنائي انطلاقا من جدول الحل الأمثل للبرنامج الأولي أو العكس نتبـع    

 :الخطوات التالية

 :البرنامجين كما هو موضح في الجدول التالي في جدول الحل الأمثل تكون العلاقة بين متغيرات - 1

  البرنامج الأولي
  متغيرات الفجوة  المتغيرات الأساسية

ଶݔ  ଵݔ … … … … . . ଶݏ  ଵݏ   ௝ݔ … … … … . .    ௜ݏ

  البرنامج الثنائي
݁ଵ  ݁ଶ … … … … . . ௝݁   ݕଵ  ݕଶ … … … … . .    ௜ݕ

  لأساسيةالمتغيرات ا  متغيرات الفجوة
 :في جدول الحل الأمثل للبرنامجين نجد - 2

 .قيمة الدالة الاقتصادية في الحل الأمثل للبرنامجين تكون متساوية، وفي كلا الحالتين نأخذ قيمتها المطلقة -

والتي تظهر في السطر الأخير من جدول الحـل   )௝ݔ(القيم المقابلة لمتغيرات القرار في البرنامج الأولي  -
)على وجه الترتيب في عمود الثوابـت  ) ௝݁(وي قيم متغيرات الفجوة الأمثل تسا ௜ܾ)    للبرنـامج الثنـائي

 .وبعكس الإشارة والعكس صحيح

والتي تظهر في السطر الأخير من جـدول الحـل    )௜ݏ(القيم المقابلة لمتغيرات الفجوة في البرنامج الأولي  -
)على وجه الترتيب في عمود الثوابـت  ) ௝ݕ(الأمثل تساوي قيم متغيرات القرار  ௜ܾ)    للبرنـامج الثنـائي

 .وبعكس الإشارة والعكس صحيح

)والتي تظهر في عمود الثوابت  )௝ݔ(قيم متغيرات القرار في البرنامج الأولي  - ௜ܾ)تساوي القيم المقابلة ، 
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   في السطر الأخير من جدول الحل الأمثل، قيموالتي تظهر ) ௝݁(لمتغيرات الفجوة للبرنامج الثنائي      
 .)0(الأخير من جدول الحل الأمثل فتأخذ قيمة الصفر  المتغيرات الأخرى في السطر   

)والتي تظهر في عمود الثوابت  )௜ݏ(قيم متغيرات الفجوة للبرنامج الأولي  - ௜ܾ)    تسـاوي القـيم المقابلـة ،
وبعكـس  والتي تظهر في السطر الأخير من جدول الحل الأمثـل  ) ௜ݕ( لمتغيرات القرار للبرنامج الثنائي

 ).0(الأخير من جدول الحل الأمثل فتأخذ قيمة الصفر  ، أما قيم المتغيرات الأخرى في السطرالإشارة

ولـي  في الأعمدة في البرنامج الأ )௜ݏ(متغيرات الفجوة مع في الأسطر  )௝ݔ(قيمة تقاطع متغيرات القرار  -
في الأسطر في البرنـامج   )௝݁(متغيرات الفجوة مع في الأعمدة  )௜ݕ(تصبح قيمة تقاطع متغيرات القرار 

 .الثنائي بنفس الترتيب وبعكس الإشارة والعكس صحيح

أعمدة جدول الحل للبرنامج الثنـائي والتـي تـدخل    في ) ௝݁(ومتغيرات الفجوة ) ௜ݕ(قيم متغيرات القرار  -
) ௜ݕ(، ما عدا الخانة التـي تتقـاطع فيهـا متغيـرات القـرار      )0(ضمن الحل الأمثل تأخذ قيمة الصفر 

 .، والعكس صحيح)1(مع نفسها والتي تأخذ قيمة الواحد ) ௝݁(ومتغيرات الفجوة 

لأنهـا لا  ) A௝(في جدول الحل الأمثل للبرنامج الثنائي يمكن الاستغناء عن أعمدة المتغيرات الاصطناعية  -
 .تؤثر على الحل الأمثل

ومتغيـرات  ) ௜ݕ(القـرار   في جدول الحل الأمثل للبرنامج الثنائي يمكن الاستغناء عن أسطر متغيـرات  -
 . التي لا تدخل في الحل الأمثل) ௝݁(الفجوة 

  
  
  
  
  
  
  
 
 
 
 
 

  :ملاحظات

௝ݔ௜௝ܽ∑إذا كان القيد في المسألة الأولية من الشكل  - = ௜ܾ  ݕفإن المتغير௜    المرافق له فـي المسـألة
௜ݕالثنائية يكون حرا أي  ∈ (−∞, بل كل متغير فجوة معدوم في قيد المسألة، ، بمعنى آخر مقا(∞+

 .يقابله متغير أساس حر في المسألة الثنائية

௜ݔفي المسألة الأولية حرا أي  ௝ݔ إذا كان أحد المتغيرات - ∈ (−∞, المقابـل   (i)فإن القيد رقم  (∞+
௜ݕ௜௝ܽ∑ في المسألة الثنائية يكون على الشكل  = ௝ܿنى آخر مقابل كل متغير أساس حـر فـي   ، بمع

 .المسألة الأولية متغير فجوة معدوم في المسألة الثنائية

௝ݔ௜௝ܽ∑إذا كان القيد في المسألة الأولية في حالة التعظيم على الشكل  - ≥ ௜ܾ  يتم تحويله إلى الصيغة
௝ݔ௜௝ܽ∑على الشـكل  ، فيصبح القيد )-(القانونية بضرب الطرفين في الإشارة  ≤ − ௜ܾ-  ويكـون ،

௜ݕالمرافق في الثنائية غير سالب أي  ௜ݕالمتغير  ≥ 0. 
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  :أوجد البرنامج الثنائي للبرنامج الأولي التالي: )01(مثال 
(ܼ)ݔܽܯ = ଵݔ3 + ଶݔ4 +       ଷݔ
ଵݔ2  + ଶݔ + ଷݔ3 ≤ 12            

s/c      ݔଵ + ଶݔ3 + ଷݔ ≤ 40                     
. ଵݔ)                                    (ଷݔ.ଶݔ ≥ 0                                                         

  :الحل
حظ أن عدد المتغيرات في البرنامج الأولي هو ثلاثة متغيرات، لذلك فإن عدد القيود في البرنامج الثنائي نلا   

 ستكون ثلاثة قيود، وأن عدد القيود في البرنامج الأولي هو قيدين إذن فعدد المتغيرات في البرنامج الثنائي هو 

  .متغيرين
للقيد الثاني، فإن دالة الهدف للبرنـامج   ଶݕللقيد الأول و ଵݕ لو فرضنا أن المتغيرات في البرنامج الثنائي هي 

  : كما يلي (Min)إلى تقليل  (Max)الثنائي يمكن كتابتها بعد تحويلها من تعظيم 
(ܼ)݊݅ܯ = ଵݕ12 +    ଶݕ40

البرنامج الثنـائي سـتكون   هي الجانب الأيمن للقيد الأول والثاني، أما قيود  ૛࢟.૚࢟إن معاملات المتغيرات   
  :كالتالي

ଵݕ2  + ଶݕ ≥ 3  
s/c    ݕଵ + ଶݕ4 ≥ 4        

ଵݕ3 + ଶݕ ≥ 1  
. ଵݕ) (ଶݕ ≥ 0  

إن معامل المتغير الأول في القيد الأول في البرنامج الثنائي هو معامل المتغير الأول في القيـد الأول فـي     
لثاني في القيد الأول في البرنامج الثنائي هو معامل المتغيـر الأول فـي   النموذج الأولي، أما معامل المتغير ا

 .ثنائية البرنامج الثنائي هي البرنامج الأولي -

 .إذا كان للبرنامج الأولي حل أمثل، فإن قيمة دالة الهدف في البرنامجين تكون متساوية -

 .رنامج الأولي لا نهائي، فإن ثنائيته تكون متناقضةإذا كان حل الب -

 .إذا كان البرنامج الأولي متناقض، فإن البرنامج الثنائي يكون لا نهائي أو متناقض -

يمكن إيجاد الحل للمسألة الثنائية ومعاملتها كأي مسألة برمجة خطية أولية، إلا أنه يمكـن الحصـول    -
الثنائية مباشرة، وذلك من الجدول الأخير الذي نحصل منـه  على قيم المتغيرات ودالة الهدف للمسألة 

 .Simplexعلى الحل الأمثل للمسألة الأولية بالطريقة المبسطة 
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القيد الثاني في البرنامج الأولي وهكذا بالنسبة لبقية القيود، ولم تم ترتيب المسألة على شكل مصفوفة فإن كـل  
جانب الأيمـن  عمود من أعمدة مصفوفة المسألة الأولية ستتحول إلى سطر في مصفوفة المسألة الثنائية، أما ال

  :للقيود أو الثوابت فهو معاملات المتغيرات في دالة الهدف للمسألة الأولية، ويكتب البرنامج الثنائي كمايلي
(ܼ)݊݅ܯ = ଵݕ12 +    ଶݕ40
ଵݕ2  + ଶݕ ≥ 3                   

s/c       ݕଵ + ଶݕ4 ≥ 4                      
ଵݕ3 + ଶݕ ≥ 1             

. ଵݕ)                                                          (ଶݕ ≥ 0            
 :البرنامج الثنائي للبرنامج الأولي التالي أوجد: )02(مثال 

(ܼ)ݔܽܯ = ଵݔ30 +                                         ଶݔ40
ଵݔ2  + ଶݔ ≥ 20            

                               s/c      ݔଵ + ଶݔ3 ≤ 15 
(ଶݔ. ଵݔ)                                         ≥ 0           

  :الحل
، وعليه )≤(وأن القيد الأول هو من النوع أكبر أو يساوي ، (Max)نلاحظ أن دالة الهدف من النوع تعظيم   

  :كمايلي) -1(يتم ضرب طرفي القيد الأول في المقدار 

ଵݔ2 − − ଶݔ ≤ −20  
s/c      ݔଵ + ଶݔ3 ≤ 15              

(ଶݔ. ଵݔ)                                             ≥ 0    
 : أما البرنامج الثنائي فيكون على الشكل التالي

(ܼ)݊݅ܯ         = ଵݕ20− +     ଶݕ15
ଵݕ2− + ଶݕ ≥ 30            

s/c     −ݕଵ + ଶݕ3 ≥ 40                                                                               
(ଶݕ. ଵݕ)                                          ≥ 0                 

 :البرنامج الثنائي للبرنامج الأولي التالي أوجد: )03(مثال 

(ܼ)ݔܽܯ             = ଵݔ10 + ଶݔ8 +   ଷݔ24
ଵݔ4  + ଶݔ6 + ଷݔ2 = 4    

s/c      2ݔଵ + ଶݔ2 + ଷݔ4 ≤ 10        
.ଶݔ. ଵݔ)                                         (ଷݔ ≥ 0            
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  :الحل
تراجحتين مختلفتين في الاتجـاه،  ، يتم تحويل القيد إلى م(=)إذا كان أحد القيود أو جميعها على شكل مساواة  

  : كما يلي
ଵݔ4  + ଶݔ6 + ଷݔ2 ≤ 4   
ଵݔ4  + ଶݔ6 + ଷݔ2 ≥ 4   

) -1(، يتم ضرب المتراجحة الثانيـة فـي المقـدار    )≥(ولغرض جعل جميع القيود من النوع أقل أو يساوي 
  :فتصبح كما يلي

ଵݔ4 − − ଶݔ6 − ଷݔ2 ≤ −4   
  : ما يليويصبح البرنامج الأولي ك 

(ܼ)ݔܽܯ = ଵݔ10 + ଶݔ8 +    ଷݔ24
ଵݔ4  + ଶݔ6 + ଷݔ2 ≤ 4           

                          s/c      − 4ݔଵ − ଶݔ6 − ଷݔ2 ≤ −4                        
ଵݔ2 + ଶݔ2 + ଷݔ4 ≤ 10       
. ଵݔ) (ଷݔ.ଶݔ ≥ 0                           

 : ما البرنامج الثنائي فيكون على الشكل التاليأ

(ܼ)݊݅ܯ  = ଵݕ4 − ଶݕ4 +   ଷݕ10
ଵݕ4 − ଶݕ4 + ଷݕ2 ≥ 10         

s/c      6ݕଵ − ଶݕ6 + ଷݕ2 ≥ 8                  
ଵݕ2 − ଶݕ2 + ଷݕ4 ≥ 24       

. ଵݕ)                                      ଶݕ (ଷݕ. ≥ 0                      
V.    تمارين محلولة 

 التمرين الأول: إليك البرنامج الخطي التالي:
(ܼ)݊݅ܯ = ଵݔ3 +    ଶݔ10

ଵݔ5 + ଶݔ  ≥ 10                                             

s/c      −2ݔଵ + ଶݔ7 ≥ 14                 
. ଵݔ) (ଶݔ ≥ 0             

 د الحل الأمثل لهذا البرنامج الخطياجإي - 1 :المطلوب. 
 .إيجاد البرنامج الثنائي، ثم استنتاج الحل الأمثل له-2           

  :الحل
  :إيجاد الحل الأمثل - 1
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  :للقيام بعملية الحل نتبع الخطوات التالية
اعية إلى القيود ودالـة  وذلك بإضافة المتغيرات الراكدة والاصطن: كتابة الشكل المعياري للبرنامج الخطي -

  :(Z)الهدف 
Z − ଵݔ5 − ଶݔ7 + ૙. + ૚ࡿ ૙.ࡿ૛   −ࡾ.ࡹ૚ −ࡾ.ࡹ૛   = 0      
ଵݔ5 + ଶݔ − + ૚ࡿ =          ૚ࡾ 10 … … … … … … … … (1)         
ଵݔ 2− + ଶݔ7 − + ૛ࡿ =    ૛ࡾ 14 … … … … … … … … (2)  
. ଵݔ) .ଶݔ ଵܵ . ܵଶ   .ܴଵ .ܴଶ ) ≥ 0  

)(والمتغيرات الراكدة ) ௝ݔ(بدلالة المتغيرات القرارية  (Z)صياغة دالة الهدف  - ௜ܵ  فقط على النحو التالي: 
  :نحصل على) 2(و) 1(من المعادلتين 

=   ૚ࡾ 10 − ଵݔ5 − ଶݔ + …        ૚ࡿ … … … … … … … (3)  
=   ૛ࡾ 14 + ଵݔ2  − ଶݔ7 +       ૛ࡿ

     :يلي ينتج ما (Z)في دالة الهدف  )3(الواردة في العلاقة   ( ଶܴ) و ( ଵܴ)نعوض قيم  

ܼ − ଵݔ3 − ଶݔ10 + 0. ଵܵ + 0.ܵଶ   −ܯ. (ܴଵ + ܴଶ ) = 0  

ܼ − ଵݔ3 − ଶݔ10 .ܯ− (10 − ଵݔ5  − ଶݔ + ଵܵ + 14 + ଵݔ 2 − ଶݔ7 + ܵଶ ) = 0  

ܼ − ଵݔ3 − ଶݔ10 .ܯ− 10 + .ܯ ଵݔ 5 + .ܯ ଶݔ .ܯ− ଵܵ −ܯ. .ܯ−14 ଵݔ2 + .ܯ ଶݔ7 .ܯ− ܵଶ = 0  

ܼ − (3 − ଵݔ(ܯ3 − (10 − ଶݔ(ܯ8 + .ܯ ଵܵ + − ଶܵ.ܯ ܯ.24 = 0  

ܼ + (−3 + ଵݔ(ܯ3 + (−10 + ଶݔ(ܯ8 .ܯ− ଵܵ −ܯ. ܵଶ =  ܯ24

  كالآتيجدول الحل الأساسي  كونوي): الأولي(إيجاد الحل الأساسي: 

 
 ૛࢞/࢏࢈

 
  ࢏࢈

Non Basic Variables Basic 
Variables  ࡾ૛ ࡾ૚ ࡿ૛  ࡿ૚  ࢞૛ ࢞૚ 

  ૚ࡾ   5   1   1−  0  1  0   10 10

  ૛ࡾ   2−     0  1−  0  1   14  2

 24M  0  0  −M  −M  (−10 + 8M)   (−3 + 3M)   Z 

 : وتشمل الخطوات التالية: تحسين الحل والوصول إلى الحل الأمثل - 3
 هـي القيمـة   معامل المتغير فإن  مادامت المشكلة هي حالة تقليل): زسطر الارتكا(تحديد المتغير الداخل  -

(−10 + 8M)ݔ(، وଶ (هو المتغير الداخل. 

 هو المتغير   ଶܴ، لذلك فإن السطر2بة هي إن أصغر قيمة موج): عمود الارتكاز(تحديد المتغير الخارج  -

  ، وهو العنصر الذي يتقاطع عنده سطر )عنصر الإرتكاز(هو العنصر المحوري  7الخارج، وأن العنصر 

7 
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  .الارتكاز مع عمود الارتكاز
نقوم بقسمة قيم السـطر للمتغيـر   ): سطر الارتكاز القديم في الجدول الجديد(إيجاد قيم السطر المحوري  -

         : ଶݔ، وذلك للحصول على السطر المحوري 1على العنصر المحوري   Sଷرج الخا
− ଶ

଻
        1        0     − ଵ

଻
        0     ଵ

଻
    2   

  :ر جدول الحل الجديد نستخدم الصيغة السابقةأسطجاد قيم بقية لإي: ر الجدولأسطإيجاد قيم بقية  -
( ଵܴ) ݓ݁݊ =  [5    1 − 1     0    1    0    10 ] − (2)[− ଶ

଻
    1     0    − ଵ

଻
      0     ଵ

଻
    2]                                      

                    = ቂଷ଻
଻

      0 − 1    ଵ
଻

    1 − ଶ
଻

    8ቃ            
(ܼ) ݓ݁݊ =  [ (−3 + 3M) (−10 + 8M)  −M   − M    0    0   24M] − (−3) ∗ [− ଶ

଻
     1      0    − ଵ

଻
     0     ଵ

଻
    2]   

                  =  ቈ
(−41 + 37M)

7       0     −M     
(−10 + M)

7    0      
3
7       (20 + 8M) ቉   

  :نسجل هذه القيم في جدول الحل الجديد كالآتي
 

 ૚࢞/࢏࢈
 
  ࢏࢈

Non Basic Variables Basic 
Variables  ࡾ૛ ࡾ૚ ࡿ૛  ࡿ૚  ࢞૛ ࢞૚ 

ହ଺
ଷ଻

  8   − ଶ
଻
  1  

ଵ
଻
  ૚ࡾ     0   1−  

−7  2   
ଵ
଻
  0  − ଵ

଻
  0   1   − ଶ

଻
  ૛࢞   

 (20 + 8M)  
ଷ
଻
  0  

(ିଵ଴ା୑)
଻

  −M  0   (ିସଵାଷ଻୑)
଻

   Z 

، )حالѧة ھѧذا التمѧرین( قليـل يعتبر الحل أمثلا  في حالة الت :لختبار أمثلية الحل والوصول إلى الحل الأمثا -
ΣZأو معدومة أي  سالبةعندما تكون جميع معاملات دالة الهدف الجديدة  ≤ ، وهو ما لم يتحقق بعد بسـبب  0

، وبالتالي يجب تحسين الحل للوصول إلى الحل الأمثل، وذلك باتباع Zلـ في السطر الجديد  موجبة قيموجود 
 :ات السابقة، نحصل على جدول الحل الجديد كالآتينفس الخطو

 
  ࢏࢈

Non Basic Variables Basic 
Variables  ࡾ૛ ࡾ૚ ࡿ૛  ࡿ૚  ࢞૛ ࢞૚ 

ହ଺
ଷ଻

   − ଶ
ଷ଻

  
଻
ଷ଻

  
ଵ
ଷ଻

  − ଻
ଷ଻

  ૚࢞   1   0   

ଽ଴
ଷ଻

   ହଵ
ସଽ

  
ଶ
ଷ଻

  − ଷହ
ଶହଽ

  − ଶ
ଷ଻

  ૛࢞   0   1   

ଵ଴଺଼
ଷ଻

  (ଶଽିହସ୑)
ଶହଽ

  
(ସଵିଷ଻୑)

ଷ଻
  − ଷ଻

ସ଻
  − ସଵ

ଷ଻
  0   0   Z 

 حل البرنامج الثنائي بالقيمة المطلقة

૜ૠ
ૠ
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ΣZأو معدومة أي نلاحظ أن كل معاملات دالة الهدف أصبحت سالبة     ≤ ، وبالتالي قد وصلنا إلى الحـل  0
 : الأمثل، حيث أن قيم الحل الأمثل هي

   
  
 بـ  ةوالمقدر ةممكن أقل تكلفة المؤسسة تحقيقل: ير الاقتصادي للنتائجالتفسଵ଴଺଼

ଷ଻
ଵ଴଺଼(دج  

ଷ଻
=Z (  يجـب

ହ଺على المؤسسة إنتاج 
ଷ଻

ଵݔ(من المنتوج الأول  وحدة  = ହ଺
ଷ଻

ଽ଴إنتاج و ،)
ଷ଻

ଽ଴(من المنتوج الثاني  وحدة 
ଷ଻

مع ، )ଶݔ =
= S1) ول والثانيعدم بقاء طاقة عاطلة في القيدين الأ 0, S2 = 0) . 

  :إيجاد البرنامج الثنائي وجدول الحل الأمثل له -2
(ܼ)ݔܽܯ     :يمكن صياغة البرنامج الثنائي على الشكل التالي   = ଵݕ10 +   ଶݕ14

ଵݕ5                                      − ଶݕ2 ≤ 3              
s/c       ݕଵ + ଶݕ7 ≤ 10                                                   

. ଵݕ)                                 (ଶݕ ≥ 0                                                                                  

 :لييبرنامج الثنائي كما لل جدول الحل الأمثل إعداديمكن  ومن خلال جدول الحل الأمثل للبرنامج الأولي  

ଵ଴଺଼: أيقيمة الدالة الاقتصادية في الحل الأمثل للبرنامجين تكون متساوية،  -
ଷ଻

) (Z=W=. 

 على وجه ) ௝݁( قيم والتي تظهر في السطر الأخير من جدول الحل الأمثل تساوي )௝ݔ( ـالقيم المقابلة ل -

)عمود الالترتيب في  ௜ܾ) ي وبعكس الإشارةللبرنامج الثنائ )݁ଵ=0( و)݁ଶ=0(ل الأمثلفي الح هادوجعدم و،و.  

 على وجه ) ௝ݕ( قيم والتي تظهر في السطر الأخير من جدول الحل الأمثل تساوي )௜ݏ( ـالقيم المقابلة ل -

)عمود الالترتيب في  ௜ܾ) ݕ( :أي ةللبرنامج الثنائي وبعكس الإشارଵ=
ସଵ
ଷ଻

=ଶݕ(و )
ଷ଻
ସ଻

(. 

)عمود الوالتي تظهر في  )௝ݔ(قيم  - ௜ܾ)لـ  ، تساوي القيم المقابلة)௝݁ ( والتي تظهر في السطر الأخير من 

 .)0(قيم المتغيرات الأخرى في السطر الأخير فتأخذ قيمة الصفر أما جدول الحل الأمثل، 

)عمود الوالتي تظهر في  )௜ݏ(قيم  - ௜ܾ)ݕ( لـوي القيم المقابلة ، تسا௜ ( والتي تظهر في السطر الأخير من 

 ).0(أما قيم المتغيرات الأخرى في السطر الأخير فتأخذ قيمة الصفر  ،وبعكس الإشارةجدول الحل الأمثل 

 في  )௜ݕ(في الأعمدة في البرنامج الأولي تصبح قيمة تقاطع  )௜ݏ(مع في الأسطر  )௝ݔ(قيمة تقاطع  -

 .في الأسطر في البرنامج الثنائي بنفس الترتيب وبعكس الإشارة )௝݁(مع الأعمدة 

 ، ما عدا الخانة التي تتقاطع فيها )0(والتي تدخل ضمن الحل الأمثل تأخذ قيمة الصفر ) ௝݁(و ) ௜ݕ(قيم  -

 .)1(مع نفسها والتي تأخذ قيمة الواحد ) ௝݁(و) ௜ݕ(

ܼ =
1068

37  , ଵݔ     =
56
ଶݔ       ,37 =

90
37,   ଵܵ = 0,       ܵଶ = 0 
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  ࢏࢈

Non Basic Variables Basic 
Variables  ࢋ૛  ࢋ૚  ࢟૛ ࢟૚ 

ସଵ
ଷ଻

   ଶ
ଷ଻

  
଻
ଷ଻

  ૚࢟   1   0  

ଷ଻
ସ଻

   ଷହ
ଶହଽ

  − ଵ
ଷ଻

  ૛࢟   0   1  

ଵ଴଺଼
ଷ଻

  ଽ଴
ଷ଻

  
ହ଺
ଷ଻

  0   0   Z 

 حل البرنامج الأولي

  : الأمثل هيقيم الحل  وبالتالي
  

  
 التمرين الثاني: إليك البرنامج الخطي التالي:

(ܼ)ݔܽܯ = ଵݔ +    ଶݔ3
ଵݔ  ≤ 5                

s/c      ݔଵ + ଶݔ2 ≤ 1                                                   
ଶݔ  ≤ 4                        

. ଵݔ)                                                            (ଶݔ ≥ 0                          
 الحل الأمثل لهذا البرنامج الخطي إيجاد -1  :المطلوب.  

 الحل الأمثل له استنتاجالبرنامج الثنائي، ثم  إيجاد - 2
  :الحل

  :للقيام بعملية الحل نتبع الخطوات التالية :إيجاد الحل الأمثل - 1
 البرنامج على الشكل التالي إذ يصبح: كتابة الشكل المعياري للبرنامج الخطي: 

ܼ − ଵݔ3 − ଶݔ3 − ૙.ࡿ૚ − ૙. −   ૛ࡿ ૙.ࡿ૜   = 0  
ଵݔ  + = ૚ࡿ 5                                                    
ଵݔ  + + ଶݔ2  = ૛ࡿ 10  
ଶݔ    + = ૜ࡿ 4       
. ଵݔ)  .ଶݔ ଵܵ . ܵଶ   . ܵଷ ) ≥ 0  

  كالآتيجدول الحل الأساسي  ويكون): الأولي(إيجاد الحل الأساسي: 

ܼ =
1068

37
 , ଵݕ     =

41
37

ଶݕ       , =
37
47

,      ݁ଵ = 0,       ݁ଶ = 0 
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  ࢏࢈ ૛࢞/࢏࢈
Non Basic Variables Basic 

Variables  ࡿ૜  ࡿ૛  ࡿ૚  ࢞૛ ࢞૚ 

  ૚ࡿ   1   0   1  0  0   5 ∞

  ૛ࡿ   1   2   0  1  0   10  5

  ૜ࡿ  0   0  0  1  4  4

 0  0  0  0  −3   −1   Z 

 : وتشمل الخطوات التالية: تحسين الحل والوصول إلى الحل الأمثل - 4
هي القيمـة  معامل المتغير مادامت المشكلة هي حالة تعظيم فإن ): سطر الارتكاز(تحديد المتغير الداخل  -
 .هو المتغير الداخل) ଶݔ(، و)3−(

هو المتغيـر    ଷܵ، لذلك فإن السطر4إن أصغر قيمة موجبة هي ): عمود الارتكاز(ارج تحديد المتغير الخ -
، وهو العنصر الذي يتقاطع عنـده سـطر   )عنصر الإرتكاز(هو العنصر المحوري  1الخارج، وأن العنصر 

  .الارتكاز مع عمود الارتكاز
نقوم بقسمة قيم السـطر للمتغيـر   : )سطر الارتكاز القديم في الجدول الجديد(إيجاد قيم السطر المحوري  -

         : ଶݔ، وذلك للحصول على السطر المحوري 1على العنصر المحوري   ଷܵالخارج
0        1        0       0       0        1        4   

  :ر جدول الحل الجديد نستخدم الصيغة السابقةأسطجاد قيم بقية لإي: ر الجدولأسطإيجاد قيم بقية  -
( ଶܵ) ݓ݁݊ =  [1     2      0      1      0     10  ] − (2)[0      1      0      0       0       1      4]                                      
                    = [1      0      0      1 − 2      2]            
(ܼ) ݓ݁݊ =  [ −1 − 3     0     0     0    0 ] − (−3) ∗ [0      1      0      0       0       1      4]   
                  =  [−1      0      0     0    3   12 ]   

  :نسجل هذه القيم في جدول الحل الجديد كالآتي

  ࢏࢈ ૚࢞/࢏࢈
Non Basic Variables Basic 

Variables  ࡿ૜  ࡿ૛  ࡿ૚  ࢞૛ ࢞૚ 

  ૚ࡿ   1   0   1  0  0   5 5

  ૛ࡿ     0   0  1  2−   2  2

 ૛࢞  0 1  0  0  1  4 ∞

 12  3  0  0  0   −1   Z 

1 

1 
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، )حالѧة ھѧذا التمѧرین(يعتبر الحل أمثلا  في حالة التعظيم  :ختبار أمثلية الحل والوصول إلى الحل الأمثلا -
ΣZهدف الجديدة موجبة أو معدومة أي عندما تكون جميع معاملات دالة ال ≥ ، وهو ما لم يتحقق بعد بسبب 0

0)سالبة  قيموجود  ≥ ، وبالتالي يجب تحسين الحل للوصول إلى الحل الأمثل، Zلـ في السطر الجديد  (1−
 :وذلك باتباع نفس الخطوات السابقة، نحصل على جدول الحل الجديد كالآتي

 
  ࢏࢈

Non Basic Variables Basic 
Variables  ࡿ૜  ࡿ૛  ࡿ૚  ࢞૛ ࢞૚ 

  ૚ࡿ   0   0   1  1−  2   3

 ૚࢞   1   0   0  1  2−   2

 ૛࢞  0 1  0  0  1  4

14  1  1  0  0   0   Z 

ΣZأو معدومة أي نلاحظ أن كل معاملات دالة الهدف أصبحت موجبة     ≥ ، وبالتالي قد وصلنا إلى الحل 0
 : الأمثل، حيث أن قيم الحل الأمثل هي

  
 14(دج  14على أكبر ربح ممكن والمقـدر بــ    لحصول المؤسسة: التفسير الاقتصادي للنتائج=Z (

ଵݔ(يجب على المؤسسة إنتاج وحديتن من المنتوج الأول  = وحدات مـن المنتـوج الثـاني        4، و إنتاج )2
)الأول ، مع بقاء طاقة عاطلة في القيد )ଶݔ =4( ଵܵ = ، وعدم بقائهـا فـي القيـدين الثـاني والثالـث      (3

(ܵଶ = 0,     ܵଷ = 0) . 

  :إيجاد البرنامج الثنائي وجدول الحل الأمثل له - 2
  :يمكن صياغة البرنامج الثنائي على الشكل التالي  

(ܼ)݊݅ܯ = ଵݕ5 + ଶݕ10 +    ଷݕ4
ଵݕ + ଶݕ ≥ 1                                                 

s/c       2ݕଶ + ଷݕ ≥ 3                                 
. ଵݕ)                                                   .ଶݕ (ଷݕ ≥ 0                                 

بـنفس   الأمثـل للبرنـامج الثنـائي   من خلال جدول الحل الأمثل للبرنامج الأولي يمكن استنتاج جدول الحل  
 :فنحصل على الجدول التاليالأول  الخطوات المتبعة في التمرين

 
 

ܼ = 14 , ଵݔ     = ଶݔ       ,2 = 4,   ଵܵ = 3,       ܵଶ = 0,        ܵଷ = 0 
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  ࢏࡮

Non Basic Variables  Basic 
Variables  ࢋ૛  ࢋ૚  ࢟૜  ࢟૛ ࢟૚ 

  ૛࢟   1   1   0  1−  0   1

  ૜࢟   2−   0   1  2  1−   1

14  −4  −2  0  0   3   W 

ولي حل البرنامج الأ
 بالقيمة المطلقة

 : الأمثل للبرنامج الثنائي هيقيم الحل  وبالتالي

  
 

VI. تمارين غير محلولة  
  .الأول والثاني والثالث لكل البرامج الخطية في تمارين المحور أوجد البرنامج الثنائي: التمرين الأول

 التمرين الثاني: إليك البرنامج الخطي التالي:
(ܼ)݊݅ܯ = ଵݔ3 +    ଶݔ10
ଵݔ5  + ଶݔ6 ≥ 10          

s/c      −2ݔଵ − ଶݔ7 ≤ −14             
. ଵݔ)                                          (ଶݔ ≥ 0                         

 الحل الأمثل لهذا البرنامج الخطي إيجاد -1  :المطلوب.  
 .الحل الأمثل له وحدد العلاقة بين الحلين إيجادئي، ثم البرنامج الثنا إيجاد - 2

  :إليك البرنامج الخطي التالي :لثالتمرين الثا
(ܼ)݊݅ܯ = ଵݔ− +    ଶݔ
ଵݔ2− + ଶݔ ≥ 2                                           

s/c     − ݔଵ + ଶݔ2 ≤ −2               
ଵݔ                                           + ଶݔ  ≥ 5                   

. ଵݔ)                                                            (ଶݔ ≥ 0          
 الحل الأمثل لهذا البرنامج الخطي إيجاد -1  :المطلوب.  

 .نلحليالحل الأمثل له وحدد العلاقة بين ا إيجادالبرنامج الثنائي، ثم  إيجاد - 2  

ܼ = 14 , ଵݕ     = ଶݕ       ,0 = ଷݕ       ,1 = 1,   ଵܵ = 0,       ܵଶ = 0   
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 اليـد  الأربـاح،  التكاليف، المتاحة، المصادر( بالمؤسسة المحيطة الظروف جميع أنسابقا  افترضنا لقد       

 قيمهـا  من  )الخطية البرمجة فرضيات من فرضية(  التام التأكد أي ثابتة تكون ) إلخ...الأولية، المواد العاملة،
 بصورة معروفة غير هذه العناصر تكون العملية المشاكل معظم فينه إلا أ الأمثل، الحل إلى الوصول أجل من

 أو حـذف  الهدف، دالة تامتغير معاملات في زيادة مثل( الأولي النموذج على أتطر التي تاالتغير وهذه أكيدة،

 لـذلك  طويـل،  وقت إلى يحتاج) حصلت التي تاالتغير بعد( النموذج حل وإعادة ،)إلخ...،جديد متغير إضافة

 .بكامله الحل إعادة عدم على يساعد مما الأمثلية بعد ما بتحليل تعرف بما أو الحساسية تحليل طريقة تخدمتس

I. مفهوم تحليل الحساسية  
 غيـر ( تاالتغيـر  تأثير سةابدر تسمح طريقة عن عبارة هو الحساسية تحليل القول أن يمكنسابقا  ذكر مما   

 التي والأحداث الظروف وفق متعددة قيم تأخذ والتي الأولي، نموذجال أو المشكلة مكونات في الحاصلة )المتوقعة

 لهـا  أن أي المؤسسة دةابإر تتغير التي منها السوق، ظروف حسب تتحدد تاتغيرال هذه أن إلا، راباستمرأ تطر

 الجهـة  تلجـأ  ، لهذاسيطرتها عن خارجة انها أي المؤسسة تصرف تحت تكون لا وأخرى تغييرها، في الحرية

 تامتغير كافة عن ةيإضاف معلومات لها توفر أن شأنها من التي ساتاوالدر التحليلات ببعض القيام إلى صةالمخت
 :يلي ما التحليلات هذه وتشمل النموذج،

  ؛௝ܿالهدف دالة معاملاتالتغير في  -

 ؛௜ܾ  للقيود المتاحة المواردالتغير في  -

  ؛)أو متغيرات من المسألة غيرأو إخراج مت إدخال( تاالمتغيرالتغير في عدد  -

 ؛)أو قيود من المسألة أو إخراج قيد دخالإ( التغير في عدد القيود -

 .௜௝ܽللقيود الفنية المعاملاتالتغير في  -

II.  ࢐ࢉالتغير في معاملات دالة الهدف  
الأمثل يبقى أيضا  لقد افترضنا سابقا أن معاملات دالة الهدف تبقى ثابتة، وهذا يؤدي إلى أن برنامج الحل    

ثابتا وصحيحا، ولكن في الواقع فإن هذه المعاملات لا تبقى ثابتة، فهناك عوامل سوقية تؤدي إلـى تغيرهـا،   
معين تتغير فيه معـاملات   ، فهناك مجال)تغيير برنامج الإنتاج الأمثل(وهذا ما يؤدي إلى تغيير الحل الأمثل 

 تحليل الحساسية: المحور الخامس

Sensitivity Analysis 
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أما خارج هذا المجال فإن برنامج الإنتـاج الأمثـل السـابق لا    دالة الهدف يبقى خلاله الحل الأمثل صحيحا، 
  .يصبح أمثلا ويجب الانتقال إلى وضعية مثلى أخرى وحساب برنامج أمثل آخر

التي يمكن أن يتغير فيها الربح الوحدوي، سعر البيع، تكلفة الإنتاج ) الحدود(لذلك من المهم تحديد المجال     
)( ق، والتي يعبر عنها بالمعاملأو غيرها من المؤشرات في السو ௝ܿ بدون أن يؤثر ذلك على برنامج النشاط ،

  .௝ݔ)(الأمثل الحالي
أما التغير خارج ذلك المجال، فإنها تؤدي إلى الانتقال من النشاط الأمثل الحالي، وبالتالي تغييـر برنـامج       

لية لها لا تشكل القيمة المثلى في ظـل ظـروف   الإنتاج الأمثل من أجل الوصول إلى الهدف، لأن القيمة الحا
  .السوق الجديدة، ويتم معرفة ذلك بإعادة حل النموذج الخطي باستعمال المعطيات الجديدة

قد تحدث التغيرات في معاملات دالة الهـدف  : التغير في معاملات دالة الهدف للمتغيرات غير الأساسية - 1
  .لتي لا تدخل ضمن الحل الأمثلللمتغيرات غير الأساسية، أي تلك المتغيرات ا

  :إليك البرنامج الخطي التالي ):01( مثال
(ܼ)ݔܽܯ = ଵݔ300 + ଶݔ500 +                        ଷݔ400

ଵݔ12   + ଶݔ10 + ଷݔ8 ≤ 1800   
s/c    15ݔଵ + ଶݔ15 + ଷݔ ≤ 1800          

ଵݔ3                                      + ଶݔ4 + ଷݔ2 ≤ 900           
ଵݔ ≥ 10                         
. ଵݔ) (ଷݔ.ଶݔ ≥ 0               

  :إذا علمت أن جدول الحل الأمثل لهدا البرنامج هو
 
  ࢏࢈

Non-Basic Variables Basic 
Variables ࡿ૝  ࡿ૜  ࡿ૛  ࡿ૚  ࢞૜ ࢞૛ ࢞૚ 

360   0   0   − ସ
ହ
 ૚ࡿ   0   2 −   0   1  

165   
ଷ
ଶ

   0   
ଵ
ଵ଴

  0   1  
ଷ
ଶ

 ૜࢞   0   

540  0  1  − ଵ
ହ
 ૜ࡿ  0  1  0  0  

 ૚࢞  1  0  0  0  0  0  1−  10

69000  300  0  40  0  0  100   0   Z 
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 علـى  يؤثر لا أو يؤثر الذي التغيير هذا مقدار هو ما، )α( ربمقدا تغير قد  ଶݔالثاني المنتج ربح أن نفترض   

  ؟السابق الأمثل الحل
  : الحل

 التعبيـر  يمكنلا يدخل ضمن الحل الأمثل وبالتالي فهو متغير غير أساسي، و ଶݔنلاحظ أن المتغير الثاني    

  :بالشكل التالي  الهدف دالة تصبح بالتالي ، (α+500)بـ  الثاني المنتج معامل في التغير عن
(ܼ)ݔܽܯ = ଵݔ300 + (500 + ଶݔ(ߙ +    ଷݔ400

  :كما يلي الحل الأمثل جدول يصبح ومنه المثال حل في استعملت التي الطريقة بنفس الهدف دالة إدخال ويتم  

 
 ࢏࢈

Non-Basic Variables Basic 
Variables ࡿ૝  ࡿ૜  ࡿ૛  ࡿ૚  ࢞૜ ࢞૛ ࢞૚ 

360   0   0   − ସ
ହ
 ૚ࡿ   0   2 −   0   1  

165   
ଷ
ଶ

   0   
ଵ
ଵ଴

  0   1  
ଷ
ଶ

 ૜࢞   0   

540  0  1  − ଵ
ହ
 ૜ࡿ  0  1  0  0  

 ૚࢞  1  0  0  0  0  0  1−  10

69000  300 0  40  0  0  ( 100− α)   0   Z 

، Z سـطر ال في معدوم أو سالب عنصر أي هناك يكون لا أن يجب ثلالأم الحل جدول أساس يتغير لا حتى     
 المنتجة الكمية يبقي نقدية وحدة 100 عن يقل الثاني المنتج ربح في ارتفاع أي أن معناه وهذا، )α≥100(أي أن 

 المنـتج  إنتـاج  الأفضل من يصبح فإنه 100 تفوق أو تساوي المنتج ربح في الزيادة كانت إذا أما معدومة، منه

 كانت إذا إلا إنتاجه يتم لا وبالتالي100 هي المنتج هذا يخص فيما البديلة الفرصة تكلفة لأن منطقي وهذا الثاني،

  .البديلة الفرصة تكلفة تغطي ربحه في زيادة هناك
  :إليك البرنامج الخطي التالي ):02(مثال 

(ܼ)ݔܽܯ = ଵݔ3 + ଶݔ2 +          ଷݔ5
ଵݔ  + ଶݔ2 + ଷݔ ≤ 340              

s/c      3ݔଵ + ଶݔ0 + ଷݔ2 ≤ 460                       
ଵݔ    + ଶݔ4 + ଷݔ0 ≤ 420               

. ଵݔ) (ଷݔ.ଶݔ ≥ 0                      
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 :ا البرنامج هوذإذا علمت أن جدول الحل الأمثل له

   ࢏࢈
Non-Basic Variables  Basic 

Variables  ࡿ૜  ࡿ૛  ࡿ૚ ࢞૜  ࢞૛  ࢞૚ 

55   0   − ଵ
ସ

   ଵ
ଶ

   0   1   − ଵ
ସ

 ૛࢞   

230   0   
ଵ
ଶ
  0   1   0   

ଷ
ଶ

 ૜࢞   

 ૜ࡿ   2   0   0   2 −  1   1  200

1260   0   2   1   0   0   4   Z 

 علـى  يؤثر لا أو يؤثر الذي التغيير هذا مقدار هو ما، )α( اربمقد تغير قد ଵݔ لأولا المنتج ربح أن نفترض   

  ؟السابق الأمثل الحل
  :الحل
 التعبيـر  يمكنلا يدخل ضمن الحل الأمثل وبالتالي فهو متغير غير أساسي، و ଵݔ نلاحظ أن المتغير الأول   

 :كل التاليبالش  الهدف دالة تصبح بالتالي ، (α+3)بـ  ولالأ المنتج معامل في التغير عن

(ܼ)ݔܽܯ = (3 + α)ݔଵ + ଶݔ2 +  ଷݔ5
 الجـدول  يصبح ومنه المثال حل في استعملت التي الطريقة بنفس الأمثل الجدول في الهدف دالة إدخال ويتم    

  :التالي بالشكل

   ࢏࢈
Non-Basic Variables  Basic 

Variables  ࡿ૜  ࡿ૛  ࡿ૚ ࢞૜  ࢞૛  ࢞૚ 

55   0   − ଵ
ସ

   ଵ
ଶ

   0   1   − ଵ
ସ

 ૛࢞   

230   0   
ଵ
ଶ
  0   1   0   

ଷ
ଶ

 ૜࢞   

 ૜ࡿ   2   0   0   2 −  1   1  200

1260   0   2   1   0   0   (4 −  Z   (ߙ

، Zسـطر ال في معدوم أو سالب عنصر أي هناك يكون لا أن يجب الأمثل الحل جدول أساس يتغير لا حتى    
 منه المنتجة الكمية يبقي نقدية اتوحد 4 عن يقل ولالأ المنتج ربح في ارتفاع أي أن معناه وهذا، )α≥4(ن أي أ

 وهذا ،لأولا المنتج إنتاج الأفضل من يصبح فإنه 4 تفوق أو تساوي المنتج ربح في الزيادة كانت إذا أما معدومة،
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 في زيادة هناك كانت إذا إلا إنتاجه يتم لا وبالتالي 4 هي المنتج هذا يخص فيما البديلة الفرصة تكلفة لأن منطقي

  .البديلة الفرصة تكلفة تغطي ربحه
بالمقابل قد تحدث التغيرات فـي معـاملات دالـة     :التغير في معاملات دالة الهدف للمتغيرات الأساسية - 2

  .الهدف للمتغيرات الأساسية، أي تلك المتغيرات التي تدخل ضمن الحل الأمثل
 التغيير هذا مقدار هو ما، )α( بمقدار تغير قد الثاني المنتج ربح أن نفترض )02(لمثال ل بالرجوع ):03(مثال 

  ؟السابق الأمثل الحل على يؤثر لا أو يؤثر الذي
  :الحل

 عـن  التعبيـر  يمكنيدخل ضمن الحل الأمثل وبالتالي فهو متغير أساسي، و ଶݔنلاحظ أن المتغير الثاني    

 :بالشكل التالي  الهدف دالة تصبح بالتالي ،(α+2)بـ  الثاني المنتج معامل في التغير

(ܼ)ݔܽܯ = ଵݔ3 + (2 + α)ݔଶ +  ଷݔ5
 الجـدول  يصـبح  ومنه المثال حل في استعملت التي الطريقة بنفس الأمثل الجدول في الهدف دالة إدخال ويتم  

  :التالي بالشكل

   ࢏࢈
Non-Basic Variables  Basic 

Variables  ࡿ૜  ࡿ૛  ࡿ૚ ࢞૜  ࢞૛  ࢞૚ 

55   0   − ଵ
ସ

   ଵ
ଶ

   0   1   − ଵ
ସ

 ૛࢞   

230   0   
ଵ
ଶ
  0   1   0   

ଷ
ଶ

 ૜࢞   

 ૜ࡿ   2   0   0   2 −  1   1  200

(1260 + 2)   0   (ߙ100 − ଵ
ସ
4)   (ߙ − ଵ

ଶ
4)   0   0   (ߙ − ଵ

ସ
 Z   (ߙ

 كما  Z سطرال في معدوم أو سالب عنصر أي هناك يكون لا أن يجب الأمثل الحل جدول أساس غيريت لا حتى   
−ቀ4                        :يلي ଵ

ସ
≤ቁߙ 0,    ቀ4− ଵ

ଶ
≤ቁߙ 0, (2 − ଵ

ସ
(ߙ ≥ 0   

  α ∋ ] [8 + ,2 - :                                      أي أن

 وحـدتين نقـديتين   وحدات نقدية و أي انخفاض يزيد أو يساوي 8تساوي أو  وهذا معناه أن أي زيادة تقل    
  .يبقيان أساس جدول الحل الأمثل بدون تغيير
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III   .࢏࢈ للقيود التغير في الموارد المتاحة   
௜ܾالمتاحة لقد اعتبرنا في المحاور السابقة أن الموارد     ارد المعبر عن كمية المـو ) الطرف الأيمن للقيود(  

المستعملة في النشاط يبقى ثابتا، لكن هذا الاعتبار هو في الحقيقة غير متاح دائما نظـرا لأن هـذه الكميـات    
  .تتغير باستمرار وذلك بتغير ظروف نشاط كل مؤسسة

وفي هذه الحالة التي يمكن أن تتغير فيها هذه الكميات وتحديد الوضعيات المثلى للنشاط التي يمكن أن تصل   
   .لمؤسسة نتيجة تغير كميات الموارد المتاحة لديهاإليها ا
 هـو  ما ،)α(نفترض أن الموارد المتاحة في القيد الأول قد تغيرت بمقدار  )10(لمثال بالرجوع ل ):40(مثال 

  ؟السابق الأمثل الحل على يؤثر لا أو يؤثر الذي التغيير هذا مقدار
  :الحل

  : الشكل التالييصبح القيد الأول ب نتيجة التغيير السابق  
ଵݔ12  + ଶݔ10 + ଷݔ8 ≤ (1800 + α)   

 المـوارد  عمود بجانب جديدة أعمدة بإضافة وذلك المسألة بحل نقوم الأمثل الحل جدول في المتغير إدخال بعد  

 الأمثـل،  الحل على نحصل ثم ومن التغيير ممكنة المتاحة الموارد عدد حسب الأعمدة هذه عدد ويكون المتاحة
  :يلي ما على حصلنت ومنه

 
 ࢏࡭

 
  ࢏࢈

Non-Basic Variables Basic 
Variables ࡿ૝  ࡿ૜  ࡿ૛  ࡿ૚  ࢞૜ ࢞૛ ࢞૚ 

360-4⁄5α 360   0   0   − ସ
ହ
 ૚ࡿ   0   2 −   0   1  

165+1⁄10α 165   
ଷ
ଶ

   0   
ଵ
ଵ଴

  0   1  
ଷ
ଶ

 ૜࢞   0   

540-1⁄5α 540  0  1  − ଵ
ହ
 ૜ࡿ  0  1  0  0  

 ૚࢞  1  0  0  0  0  0  1−  10 10

(69000+40α) 69000 300  0  40  0  0  100  0   Z 

  :يلي كما الأخير العمود عناصر على الحصول يمكن    
(1800 + −) x (ߙ 4

5ൗ ) + (−10x0) + 1800 = 360 − 4
5ൗ α  

                (1800 + −) x (ߙ 1
5ൗ ) + (−10x0) + 0 = 165 + 1

10ൗ α 

                (1800 + −) x (ߙ 1
5ൗ ) + (−10x0) + 0 = 540 − 1

5ൗ α 
                (1800 + x 0 (ߙ + (−10 x − 1) + 0 = 10  
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 الموجود العنصر طبعا عدا ما( سالبة، غير الأخير العمود عناصر كل تكون أن بد لا أمثلا حلا الحل يبقى حتى

 .)سالبا أو موجبا كان إن يهم لا وبالتالي الهدف لدالة الجديدة قيمة على يدل والذي الهدف دالة سطر في
360 − 4

5ൗ α ≥ 0,   165 + 1
10ൗ α ≥ 0  , 540 − 1

5ൗ α ≥ 0 

أو  تفـوق  زيـادة  أي أن معنـاه  وهذا ،α ∋ ][450+ ,1650 -: أن من لابد مثلالأ الحل يتغير لا حتى إذن   
 .أمثلا الحل تبقيان الإنتاجية الطاقة في 1650 أو يساوي يزيد لا انخفاض وأي، الإنتاجية الطاقة في  450تساوي

 هو ما ،)α(نفترض أن الموارد المتاحة في القيد الأول قد تغيرت بمقدار  )02(لمثال بالرجوع ل :)05(مثال 

  ؟السابق الأمثل الحل على يؤثر لا أو يؤثر الذي التغيير هذا مقدار
  :الحل

  : لأول بالشكل التالييصبح القيد ا نتيجة التغيير السابق  
ଵݔ  + ଶݔ2 + ଷݔ ≤ (240 + α)   

 الموارد عمود بجانب جديدة أعمدة بإضافة وذلك المسألة بحل نقوم الأمثل الحل جدول في المتغير إدخال بعد   

 الأمثـل،  الحل على نحصل ثم ومن التغيير ممكنة المتاحة الموارد عدد حسب الأعمدة هذه عدد ويكون المتاحة
 :يلي ما على نتحصل ومنه

   ࢏࢈  ࢏࡭
Non-Basic Variables  Basic 

Variables  ࡿ૜  ࡿ૛  ࡿ૚ ࢞૜  ࢞૛  ࢞૚ 

55 + α   55   0   − ଵ
ସ

   ଵ
ଶ

   0   1   − ଵ
ସ

 ૛࢞   

230   230   0   
ଵ
ଶ
  0   1   0   

ଷ
ଶ

 ૜࢞   

200 − 2α  200  1   1  − 2   0   0   2   ࡿ૜ 

(1260 + α)   1260   0   2   1   0   0   4   Z 

  :يلي كما الأخير العمود عناصر على الحصول يمكن  
(4 + x (1 (ߙ

2ൗ ) + (460x − 1
2ൗ ) = 55 + 1

2ൗ α  

                       (340 + x (0) (ߙ + (460x 1
2ൗ ) = 230 

                       (340 + x (−2) (ߙ + (460x1) + 420 = 200 − 2α 

                       (340 + x 0 (ߙ + (460 x2) = 1260 + α 
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 العنصـر  طبعـا  عـدا  ما( سالبة، غير الأخير العمود عناصر كل تكون أن بد لا أمثلا حلا الحل يبقى حتى   

  .)سالبا أو موجبا كان إن يهم لا وبالتالي الهدف لدالة الجديدة قيمة على يدل والذي الهدف دالة سطر في الموجود
55 + 1

2ൗ α ≥ 0,   200 − 2α ≥ 0  

 أو تساوي تفوق زيادة أي أن معناه وهذا ،α∋ ] [100+ ,110 -: أن من لابد مثلالأ الحل يتغير لا حتى إذن  

 .أمثلا الحل تبقيان الإنتاجية الطاقة في 110أو يساوي  يزيد لا انخفاض وأي، الإنتاجية الطاقة في 100

 

  
  
 

  
 
 
 

  
  
IV. للمسألة ةجديدأو قيود قيد  إدخال  
 ـ المسـألة،  في جديد قيد إدخال آثار معرفة ونريد الأمثل الحل على تحصلنا أننا نفترض الحالة هذه في     إذاف

 قـد ( الأمثـل  الحل عن البحث في البدء عند الاعتبار بعين نأخذه لم المدخلات من جديد نوع هناك أن افترضنا

 النتـائج  علـى  يؤثر أن يمكن لا بالتاليو معتبرة بكميات موجود بالذات المدخلات من النوع هذا أن ظننا نكون

، فما هي أدنى كمية )الأمثل الحل على تأثير المدخلات من النوع لهذا يكون أن احتمال هناك أن تبين ثم النهائية،
  .من هذا النوع من المدخلات يجب توفيرها حتى يبقى الحل المتحصل عليه حلا أمثلا

 حيث المدخلات، من آخر بنوع خاص قيد إضافة من بد لا أنه ضونفتر )01( المثال إلى عورجبال :)60(مثال 

  هـي  مـا المدخلات،  من النوع هذا من وحدة 12، 15، 12 التوالي على تتطلب  C, B, A كل وحدة من أن

 أمثلا؟ عليه المتحصل الحل يبقى حتى توفيرها يجب التي المورد هذا من الدنيا الكمية

  :الحل
  :كالتالي هو إدخاله يجب الذي القيد نفإ السابقة المعطيات حسب   

ଵݔ12  + ଶݔ15 + ଷݔ12 ≤ α  

  :اتملاحظ
إذا ارتفعت قيمة مورد ما، حيث أن هذا المورد لم يتم استخدامه كليا في جدول الحل الأمثـل، فـإن    -

فقط على مسـتوى  ) الزيادة(متغيرات الأساس لن تتغير مهما كان مقدار الزيادة، وإنما يكون التغير 
 .متغيرات الفجوة

أن هذا المورد لم يتم استخدامه كليا في جدول الحل الأمثل، فإنـه  إذا انخفضت قيمة مورد ما، حيث  -
متغيـرات  (يجب أن لا يكون مقدار الانخفاض أقل ما تحتاجه المؤسسة لإنتاج قيم متغيرات القـرار  

 ).الأساس
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 ولـيكن السـطر   الجـدول  فـي  إضـافي  سـطر  بإدخـال  يتـرجم  المسـألة  فـي  جديـد  قيـد  إدخالإن    

ܵହ يهمنـا أكثـر   الـذي  العنصر أن إلى هنا الإشارة من بد لا الجديد، القيد بهذا الخاص الأساسي المتغير هو  

ܾହ  ،قيمة وحساب الأخرى العناصر تجاهل يمكننا لذا ܾସ    فقط، لكن في بعض الأحيان قد نحتـاج إلـى كـل
 :كالآتي ونحسبهاالعناصر 

                                  ܽହଵ = 15 − [(12)x(3
2ൗ ) + (12)x(0)] = −3 

ܽହଶ = 0 − [(12)x(1
10ൗ ) + (12)x(0)] = −6 ⁄ 5   

                                ܽହଷ = 0 − [(12)x(3
2ൗ ) + (12)x(−1)] = −6 

                               ܾହ = ߙ − [(12)x(165) + (12)x(10)] = α − 2100 
 :فيصبح جدول الحل الأمثل كما يلي

 
  ࢏࢈

Non-Basic Variables Basic 
Variables ࡿ૝  ࡿ૜  ࡿ૛  ࡿ૚  ࢞૜ ࢞૛ ࢞૚ 

360   0   0   − ସ
ହ
 ૚ࡿ   0   2 −   0   1  

165   
ଷ
ଶ

   0   
ଵ
ଵ଴

  0   1  
ଷ
ଶ

 ૜࢞   0   

540  0  1  − ଵ
ହ
 ૜ࡿ  0  1  0  0  

 ૚࢞  1  0  0  0  0  0  1−  10

ߙ) − 2100 ) −6  0  − ଺
ହ
 ૞ࡿ  0  3 −  0  0  

69000  300  0  40  0  0  100   0   Z 

، وهذا معناه أن أدنى كمية يجب α≤2100أي أن  ସܾ≤0يبقى الجدول السابق أمثلا يكفي أن يكون  وحتى     
 . وحدة 2100توفيرها من النوع الجديد من المدخلات يجب أن لا تقل عن 

 حيث المدخلات، من آخر بنوع خاص قيد إضافة من بد لا أنه ونفترض )02( المثال إلى بالرجوع ):07(مثال 

 الكمية  هي ماالمدخلات،  من النوع هذا من وحدة  2، 1، 2 التوالي على تتطلب  C, B, A وحدة من كل  أن

 أمثلا؟ عليه المتحصل الحل يبقى حتى توفيرها يجب التي المورد هذا من الدنيا

  :الحل
  :كالتالي هو إدخاله يجب الذي القيد فإن أعلاه المعطيات حسب 
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ଵݔ2  + ଶݔ + ଷݔ2 ≤ α  

 ولـيكن السـطر   الجـدول  فـي  إضـافي  سـطر  بإدخـال  يتـرجم  المسـألة  فـي  جديـد  قيـد  إدخالإن    

ܵସ يهمنـا أكثـر   الـذي  العنصر أن إلى هنا الإشارة من بد لا الجديد، القيد بهذا الخاص الأساسي المتغير هو  

ܾସ  ،قيمة وحساب الأخرى العناصر تجاهل يمكننا لذا ܾସان قد نحتـاج إلـى كـل    فقط، لكن في بعض الأحي
 :كالآتي ونحسبهاالعناصر 

ܽସଵ = 2 − [(1)x(− 1
4ൗ ) + (2)x(3

2ൗ )] = − 3
4ൗ   

                       ܽସଶ = 0 − [(1)x(1
2ൗ ) + (5)x(0)] = −1 ⁄ 2 

                       ܽସଷ = 0 − [(1)x(1
2ൗ ) + (2)x(1

2ൗ )] = − 3
4ൗ  

                       ܾସ = ߙ − [(1)x(55) + (2)x(230)] = α − 515 
 :فيصبح جدول الحل الأمثل كما يلي

   ࢏࢈
Non-Basic Variables  

Basic 
Variables  ࡿ૜ ࡿ૛  ࡿ૚ ࢞૜ ࢞૛ ࢞૚ 

55   0   − ଵ
ସ

   ଵ
ଶ

   0   1   − ଵ
ସ

 ૛࢞   

230   0   
ଵ
ଶ
  0   1   0   

ଷ
ଶ

 ૜࢞   

 ૜ࡿ   2   0   0   2 −  1   1  200

(α − 515) 0   − ଷ
ସ
  − ଵ

ଶ
   0   0   − ଷ

ସ
 ૝ࡿ   

1260   0   2   1   0   0   4   Z 

، وهذا معناه أن أدنى كميـة يجـب   α≤515أي أن  ସܾ≤0وحتى يبقى الجدول السابق أمثلا يكفي أن يكون    
 .وحدة 515توفيرها من النوع الجديد من المدخلات يجب أن لا تقل عن 

  
V. من المسألةأو قيود د إخراج قي  
هذه المرة نفترض أننا تحصلنا على الحل الأمثل ونريد معرفة آثار إخراج قيد من المسألة، فإذا افترضـنا     

قد نظن في بداية الأمـر أن هـذا   (أن نوعا معينا من المدخلات لا يكون له تأثير في البحث عن الحل الأمثل 
ثم تبين ) حدودة وبالتالي من الممكن أن يؤثر على النتائج النهائيةالنوع من المدخلات بالذات موجود بكميات م

أن هناك احتمال أن لا يكون لهذا النوع من المدخلات أي تأثير على الحل الأمثل، فما هو تأثير إخراج هـذا  
  : القيد من المسألة على الحل المحصل عليه؟ هنا قد تواجهنا حالة من الحالتين التاليتين
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الخاص بالقيد الذي نريد إخراجه يكون في الأساس في جـدول  ) الفجوةأو متغير (العاطلة  متغير الطاقة - 1
  .في هذه الحالة نقوم فقط بشطب السطر الخاص به في الجدول :الحل الأمثل

ونفترض أن أننا نريد معرفة ما هو تأثير إسقاط القيد الثالث على الحل ) 02(إلى المثال  عورجبال): 08(مثال 
  .النهائي

  :الحل
موجود في الأساس، وهذا معناه  ଷܵحسب جدول الحل الأمثل فإن متغير الطاقة العاطلة الخاص بهذا القيد    

أن الحل الأمثل لا يتطلب استغلال كل المدخلات من النوع الثالث وبالتالي إذا افترضنا أن هـذا النـوع مـن    
 .الأمثل السابقا لا يغير أي شيء في الحل المدخلات من الممكن أن يصبح موجودا بكميات كبيرة، فهذ

   ࢏࢈
Non-Basic Variables  Basic 

Variables  ࡿ૜ ࡿ૛  ࡿ૚ ࢞૜  ࢞૛  ࢞૚ 

55   0   − ଵ
ସ

   ଵ
ଶ

   0   1   − ଵ
ସ

 ૛࢞   

230   0   
ଵ
ଶ
  0   1   0   

ଷ
ଶ

 ૜࢞   

 ૜ࡿ   2   0   0   2 −  1   1  200

1260  0   2   1   0   0   4   Z 

 الأساس في جدول  خارجالخاص بالقيد الذي نريد إخراجه يكون ) متغير الفجوة (الطاقة العاطلة  متغير - 2

نقوم أولا بإدخاله في الأساس باختيار العمود الذي يكون موجـودا فيـه كعمـود     في هذه الحالة :الحل الأمثل
 .ه في الجدول، ونواصل حتى نحصل على الحل الأمثل الجديدالارتكاز، ثم نقوم بشطب السطر الخاص ب

ونفترض أن أننا نريد معرفة ما هو تأثير إسقاط القيد الثاني على الحل ) 02(إلى المثال  عبالرجو ):09(مثال 
  .النهائي

  :الحل
 ـ خارجموجود  ଶܵحسب جدول الحل الأمثل فإن متغير الطاقة العاطلة الخاص بهذا القيد    اس، وهـذا  الأس

 وبالتالي إذا افترضنا أن هذا النوع مـن  غلال كل المدخلات من النوع الثاني،معناه أن الحل الأمثل يتطلب است
قد يكون له تأثير مباشر على الحـل المتحصـل   المدخلات من الممكن أن يصبح موجودا بكميات كبيرة، فهذا 

 .في الأساس ଶܵل عليه من قبل، لمعرفة ما هو هذا التأثير نقوم أولا بإدخا
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   ࢏࢈
Non-Basic Variables  Basic 

Variables  ࡿ૜  ࡿ૛  ࡿ૚ ࢞૜ ࢞૛ ࢞૚ 

55   0   − ଵ
ସ

   ଵ
ଶ

   0   1   − ଵ
ସ

 ૛࢞   

230   0   
ଵ
ଶ
  0   1   0   

ଷ
ଶ

 ૜࢞   

 ૜ࡿ   2   0   0   2 −    1 200

1260  0   2   1   0   0   4   Z 
  

   ࢏࢈
Non-Basic Variables  Basic 

Variables  ࡿ૜  ࡿ૛  ࡿ૚  ࢞૜ ࢞૛  ࢞૚ 

105     0   0   0   1   
ଵ
ସ

 ૛࢞   

130   -ଵ
ଶ

 0   1   1   0   
ଵ
ଶ

 ૜࢞   

 ૛ࡿ   2   0   0   2 −   1  1 200

860  −2   0   5   0   0   0   Z 
 

إلى الأساس نقوم بشطب السطر الخاص به، وبما أن الجدول لم يعد الأمثـل نواصـل فـي     ଶܵ إدخال بعد   
 .البحث عن الحل الأمثل حتى الحصول على الحل الجديد

   ࢏࢈
Non-Basic Variables  Basic 

Variables  ࡿ૜  ࡿ૛  ࡿ૚  ࢞૜  ࢞૛ ࢞૚ 

 ૜ࡿ   1   4  0   0  0  1   420

 ૜࢞   1  2  1  1  0  0   340

1700   0  0  5   0  8   2   Z 

 :حسب الجدول السابق فإن الحل الأمثل أصبح كالتالي   

 
 
 

ܼ = 1700, ଵݔ = ଶݔ   ,0 = 0, ଷݔ = 340, ଵܵ = 0,  ܵଶ = 0, ܵଷ =  420   
 

૚ 

૚
૝ 
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VI. للمسألة جديدة تامتغير أو متغير إدخال 

 اافترضـن  لـو  النموذج، في جديد متغير إدخال آثار معرفة ونريد الأمثل الحل على تحصلنا أننا نفترض هنا   
 ربح أدنى هو ما هنا فالسؤال إنتاجه، بإمكانها والمؤسسة السوق، في عليه الطلب ارتفع المنتجات من معينا نوعا

 .بإنتاجه تقبل المؤسسة يجعل النوع بهذا خاص

 مـن  3، 16، 10 التـوالي  علـى  يتطلـب  الجديـد  المنتـوج  بحيـث ) 01(ع للمثـال  بالرجو :)10(مثال 

، بحيـث أن  فـي البرنـامج الثنـائي    الجديـد  بـالمنتج  خـاص  جديد قيد إضافة يتم بحيث السابقة، المدخلات
)α(  النمـوذج  فـي  قيـد  يقابلـه  الأصـلي  النمـوذج  في المتغير أن وبما بالمنتوج، الخاص الربحيعبر عن 

ଵݕ10  التالي بالشكل القيد فيصبح المقابل + ଶݕ16 + ଷݕ3 ≥ α ،  جـدول  فـي  القيـد  هـذا  إدراج ويـتم 

بنفس طريقـة إدخـال قيـد جديـد فـي البرنـامج       ) ≥(بعد تحويله إلى الشكل  المقابل للنموذج ثلالأم الحل
ଵݕ10−: الأولي − ଶݕ16 − ଷݕ3 ≤ −α  ،التالي الجدول في موضح هو كما: 

 
  ࢏࢈

Non-Basic Variables Basic 
Variables  ࢋ૝  ࢋ૜  ࢋ૛  ࢋ૚  ࢟૜ ࢟૛  ࢟૚ 

40   0   − ଵ
ଵ଴

   0   1   ଵ
ହ
  1   ସ

ହ
  ૛࢟   

300   0   − ଷ
ଶ

  ૝࢟   0   0  0   1   0   

100   0   0   1   −1   − ଷ
ଶ

  ૛ࢋ   2   0   

α 1   − ଼
ହ

   0   1   ଵ
ହ
  0   ଵସ

ହ
  ૝ࢋ   

(α − 640) 0 −165   0 −10   −540  0 −360   W 

 المؤسسـة  تضمن لابد أن موجبا، ସݔمن الأساس حتى يصبح   ସ݁أن يخرجيجب  الرابعحتى إنتاج النوع    

  α≤640: أي يجب أن يكون نقدية، وحدة 640 عن يقل لا بربح تسويقه
حيث أن  ،Dوتفترض أننا نريد دراسة مسألة إنتاج نوع جديد وليكن النوع ) 02(للمثال  بالرجوع: )11(مثال 

وحدة من أنواع المدخلات الثلاثة، فما هو أدنى ربح خـاص بهـذا    2و  3، 1: هذا النوع يتطلب على التوالي
  النوع الجديد يجعل هذه المؤسسة تنتجه وتسوقه؟

  :الحل
الكميـة  الذي نعبر عـن  ( Dبما أن المتغير في البرنامج الأولي يقابله قيد في البرنامج الثنائي فإن المتغير    

ଵݕ : التالي يقابله القيد) ସݔالخاصة به بالمتغير + ଶݕ3 + ଷݔ2 ≥ α حيث أن ،α   يعبر عن الربح الخـاص
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) ≥(بهذا المنتج، يجب أولا إدخال هذا القيد في جدول الحل الأمثل للبرنامج الثنائي بعد تحويله إلـى الشـكل   
ଵݕ−: بنفس طريقة إدخال قيد جديد في البرنامج الأولي − ଶݕ3 − ଷݕ2 ≤ −α  ،فـي  موضـح  هـو  كما 

 :التالي لجدولا

   ࢏࢈
Non-Basic Variables Basic 

Variables  ࢋ૜  ࢋ૛ ࢋ૚  ࢟૜  ࢟૛  ࢟૚  

1   0  − ଵ
ଶ

 ૚࢟   1   0  2   0   

2   − ଵ
ଶ
  ଵ

ସ
 ૛࢟   0   1  1−   0   

4   − ଷ
ଶ

   ଵ
ସ

 ૚ࢋ   0   0   2−   1   

1260  230   55   0   200   0   0   W 

  : موجبا، ولا يتأتى هذا إلا إذا كان ସݔمن الأساس حتى يصبح   ସ݁يجب أن يخرج  Dحتى إنتاج النوع      
ߙ − 7 ≥ 0 →  α ≥ 7   

 .وحدات نقدية 7لكي يتم إنتاج هذا النوع الجديد لابد أن نضمن تسويقه بربح لا يقل عن  هوهذا معناه أن   
  
VII. لةإخراج متغير أو متغيرات من المسأ 

هنا نفترض أننا تحصلنا على الحل الأمثل ونريد معرفة آثار إخراج متغير أو متغيرات من المسألة، فـإذا     
افترضنا أن نوعا معينا من المنتجات قد يصبح غير مطلوب في السوق، وبالتالي يكون من الأفضل التفكيـر  

 الحل المتحصل عليه؟فما هو تأثير إخراج هذا المتغير من المسألة على في عدم إنتاجه، 

في هذه الحالة نقوم فقـط بشـطب    :إخراجه يكون خارج الأساس في جدول الحل الأمثل المرادالمتغير  -1
 .العمود الخاص به في الجدول

مـن المسـألة     ଵݔنفترض أننا نريد معرفة ما هو تأثير إخراج المتغير) 02(ع إلى المثال بالرجو :)21( مثال
   .على جدول الحل الأمثل

  :الحل
موجود خارج الأساس، وهذا معناه أن الحل الأمثـل لا يتطلـب     xଵحسب جدول الحل الأمثل فإن المتغير  

إنتاج هذا النوع من المنتجات، وبالتالي إذا افترضنا أن هذا النوع من الممكن أن يصبح غيـر مطلـوب فـي    
  .ل عليه من قبلالسوق وقررنا عدم إنتاجه، فهذا لا يغير أي شيء في الحل المتحص
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   ࢏࢈
Non-Basic Variables  

Basic 
Variables  ࡿ૜  ࡿ૛  ࡿ૚ ࢞૜  ࢞૛  ࢞૚ 

55   0   − ଵ
ସ

   ଵ
ଶ

   0   1   − ଵ
ସ

 ૛࢞   

230   0   
ଵ
ଶ
  0   1   0   

ଷ
ଶ

 ૜࢞   

 ૜ࡿ   2   0   0   2 −  1   1  200

1260  0   2   1   0   0   4   Z 

قد رأينا سابقا من قبل أن كل متغيـر  : إخراجه يكون داخل الأساس في جدول الحل الأمثل المرادالمتغير  -2
 :في البرنامج الأولي يقابله قيد في البرنامج الثنائي وهذا معناه أن

             
  

 ௝ݔغير الذي نريـد إخراجـه   المكمل للمت ௜݁نذهب إلى جدول الحل الأمثل للبرنامج الثنائي نجد أن المتغير 
خارج أساس جدول الحل الأمثل للبرنامج الثنائي، نقوم أولا بإدخاله ثم نقوم بشطب السـطر الخـاص    موجود

به، ونواصل حتى نتحصل على الحل الأمثل الجديد للبرنامج الثنائي، ومنه نسـتنتج جـدول الحـل الأمثـل     
  .للبرنامج الأولي أو الأصلي

من المسـألة   ଶݔونفترض أننا نريد معرفة ما هو تأثير إخراج المتغير) 02(إلى المثال  جوعبالر :)31(مثال 
 .على الحل الأمثل

 :الحل

 الثانيموجود خارج الأساس، لإدخاله نختار العمود  ଶ݁حسب جدول الحل الأمثل للبرنامج الثنائي فإن المتغير
  . كعمود الارتكاز

   ࢏࢈
Non-Basic Variables Basic 

Variables  ܍૜ ܍૛ ࢋ૚  ܡ૜  ࢟૛  ࢟૚  

1   0   − ଵ
ଶ

 ૚࢟   1   0  2   0   

2  −  ଵ
ଶ

 ૛࢟   0   1  1−   0     

4   
ଷ
ଶ

   ଵ
ସ

 ૚ࢋ   0   0   2−   1   

− 1260   1   4   0  2   0   0   W 

إخراج قید من البرنامج الثنائي↔ خراج متغير من البرنامج الأولي إ  

૚
૝
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لحل لم يعـد أمـثلا نواصـل حتـى     في الأساس سنقوم بشطب السطر الخاص به، وبما أن ا ଶ݁ بعد إدخال 
  :الحصول على الحل النهائي

   ࢏࢈
Non-Basic Variables  Basic 

Variables  ܍૜ ࢋ૛  ࢋ૚  ܡ૜  ࢟૛  ܡ૚ 

ହ
ଶ

   − ଵ
ଶ

   0   0   2  
ଵ
ଶ

 ૚࢟   1   

ଽ
ଶ

   − ଷ
ଶ

   0   1   −1   
ଵ
ଶ

 ૚ࢋ   0   

− 1150   230   0   0   420   110   0   W 

برنامج الأولـي  الجدول السابق جدول الحل الأمثل الجديد للبرنامج الثنائي، ومنه جدول الحل الأمثل لليمثل   
  :هو كالتالي ଶݔ بعد إخراج المتغير

 Non-Basic Variables  Non-Basic   ࢏࢈
Variables  ܁૜  ࡿ૛ ܁૚  ܠ૜  ࢞૚  

230   0   
ଵ
ଶ
  0   1   

ଷ
ଶ

 ૜࢞   

110   0   − ଵ
ଶ

   1   0   − ଵ
ଶ

 ૚ࡿ   

 ૜ࡿ   1   0   0   0   1   420

1150   0 
ହ
ଶ

   0 0 
ଽ
ଶ

 ࢆ   

  :فإن الحل الأمثل أصبح كالتالي ଶݔوبعد إخراج المتغير حسب الجدول السابق  
 

   ࢏࢈
Non-Basic Variables Basic 

Variables  ࢟૜  ࢋ૛ ࢋ૚  ࢟૜  ࢟૛  ࢟૚  

 ૚࢟   1   2  0   0   0   1−   5

 ૛ࢋ   0   4  4−   0   1   2−  8

 ૚ࢋ   0   1−   1−   1   0  1−   2

− 1700   340   0   0  420   −220 0   W 

ܼ = 1150 , ଵݔ = ଶݔ   ,0 = 0, ଷݔ = 230, ଵܵ = 110,   ܵଶ = 0  ,   ܵଷ =  420 



   دروس وتطبيقات: رياضيات المؤسسة                                                                            
 

 103 

VIII. ࢐࢏ࢇ   للقيود الفنية المعاملات في التغير  

 والتي الحل، مصفوفة عناصر على مباشر بشكل تؤثر القرار متغيرات معاملات في تحدث التي التغيرات إن   

 طريقـة ( بها  المقابلة المتعلقة المسألة لقيود الأيسر الجانب على تؤثر أن ويمكن الحسابات في التعقيد إلى تؤدي

 تحليـل  فـإن  وعليـه  مثـالي،  غير أو ممكن غير حلا للمشكلة الحالي الحل من يجعل قدا م ،)المقابل النموذج

 إعـادة  يفضل ولذلك المشكلة حل إمكانية أو بمثالية يتعلق امفي مباشرة بيانات يعطي لن الحالة هذه في الحساسية

  .جديدة مشكلة أنها أساس على المشكلة حل
IX. تمارين محلولة  

  :إليك البرنامج الخطي التالي :التمرين الأول
(ܼ)ݔܽܯ               = ଵݔ600 + ଶݔ800 +              ଷݔ500

ଵݔ 4 + ଶݔ2 + ଷݔ4 ≤ 500                             
       s/c     2ݔଵ + ଶݔ2 + ଷݔ ≤ 400                            

ଵݔ                                     + ଶݔ3 + ଷݔ2 ≤ 200                                               
.ଶݔ. ଵݔ)                                     (ଷݔ ≥ 0 

 :وقد تم التوصل إلى الجدول التالي

   ࢏࢈
Non-Basic Variables  Basic 

Variables  ࡿ૜  ࡿ૛ ࡿ૚ ࢞૜  ࢞૛ ࢞૚ 

110   − ଵ
ହ

   0   
ଷ
ଵ଴

   ସ
ହ

 ૚࢞   1   0   

120   − ଶ
ହ
  1   − ଶ

ହ
   − ଻

ହ
 ૛ࡿ   0   0  

30  
ଶ
ହ
  0   − ଵ

ଵ଴
   ଶ

ହ
 ૛࢞   0   1  

90000   200   0   100   300   0   0   Z 

 المطلوب:   
 الحل الأمثل للنموذج السابق؟قيم قدم  هل الحل المتوصل إليه حول الحل الأمثل؟ ولماذا؟ -1

، حدد مجال تغيره لكي يبقى الحـل أمـثلا،   αللمنتج الثاني قد تغير بمقدار  بافتراض أن الربح الوحدوي  -2
 ، هل يبقى الحل أمثلا؟)420(وفي حال انخفاض هذا الربح بمقدار 
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2xଵ  :بافتراض أن هذه المؤسسة قررت إضافة مورد جديد يستخدم كما يلي -3 + 2xଶ + ଷݔ4 ≤ 300 ،
  .في هذه الحالةالأمثل حل هل يبقى الحل أمثلا في هذه الحالة؟ قدم ال

 : الحل

ΣZأو معدومـة أي   موجبةنعم الحل المتوصل إليه هو الحل الأمثل لأن كل معاملات دالة الهدف  - 1 ≥ 0 ،
 : حيث أن قيم الحل الأمثل هي

 

         
 : يصبح جدول الحل الأمثل αبافتراض أن الربح الوحدوي للمنتج الثاني قد تغير بمقدار  -أ - 2

   ࢏࢈
Non-Basic Variables  Basic 

Variables  ࡿ૜  ࡿ૛ ࡿ૚ ࢞૜  ࢞૛ ࢞૚ 

110   − ଵ
ହ

   0   
ଷ
ଵ଴

   ସ
ହ

 ૚࢞   1   0   

120   − ଶ
ହ
  1   − ଶ

ହ
   − ଻

ହ
 ૛ࡿ   0   0  

30  
ଶ
ହ
  0   − ଵ

ଵ଴
   ଶ

ହ
 ૛࢞   0   1  

90000   (200 + ଶ
ହ
−100)   0   (ߙ ଵ

ଵ଴
300)   (ߙ + ଶ

ହ
 Z   0   0   (ߙ

ΣZأو معدومة أي كل معاملات دالة الهدف موجبة لكي يبقى الحل أمثلا يجب أن تكون  ≥   :أي ،0
ቀ300 + ଶ

ହ
≤ቁߙ 0,    ቀ100 − ଵ

ଵ଴
≤ቁߙ 0, (200 + ଶ

ହ
(ߙ ≥ 0   

 :وعليه
ቀ300 + ଶ

ହ
≤ቁߙ 0 → ߙ  ≥ −750   

ቀ100 − ଵ
ଵ଴
≤ቁߙ 0 → ߙ  ≤ 1000   

ቀ200 + ଶ
ହ
≤ቁߙ 0 → ߙ  ≥ −500   

  α∋ ] [1000 + ,500 -:                                       أي أن

وحـدات   500وحدات نقدية و أي انخفاض يزيد أو يسـاوي   1000وهذا معناه أن أي زيادة تقل أو تساوي   
  .نقدية يبقيان أساس جدول الحل الأمثل بدون تغيير

 :يصبح جدول الحل الأمثل )420(بمقدار بافتراض أن الربح الوحدوي للمنتج الثاني ينخفض  -ب-2

  

ܼ = ଵݔ    ,90000 = 110, ଶݔ   = 30, ଷݔ    = 0,    ଵܵ = 0,    ܵଶ = 120,    ܵଷ = 0 
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   ࢏࢈
Non-Basic Variables  Basic 

Variables  ࡿ૜  ࡿ૛ ࡿ૚ ࢞૜  ࢞૛ ࢞૚ 

110   − ଵ
ହ

   0   
ଷ
ଵ଴

   ସ
ହ

 ૚࢞   1   0   

120   − ଶ
ହ
  1   − ଶ

ହ
   − ଻

ହ
 ૛ࡿ   0   0  

30  
ଶ
ହ
  0   − ଵ

ଵ଴
   ଶ

ହ
 ૛࢞   0   1  

77400   32   0   142   132   0   0   Z 

  : ، إذ تمثلت قيمه فيما يلي)ما عدا انخفاض في قيمة دالة الهدف(لم يتغير الحل الأمثل  نلاحظ أن
 
 

ଵݔ2 ،:بافتراض أن هذه المؤسسة قررت إضافة مورد جديد كما يلي - 3 + ଶݔ2 + ଷݔ4 ≤ يصـبح    300
  :لتاليابالشكل البرنامج الخطي 

(ܼ)ݔܽܯ = ଵݔ600 + ଶݔ800 +       ଷݔ500
ଵݔ 4 + ଶݔ2 + ଷݔ4 ≤ 500                                           

s/c     2ݔଵ + ଶݔ2 + ଷݔ ≤ 400                                   
ଵݔ                             + ଶݔ3 + ଷݔ2 ≤ 200                         
ଵݔ2                             + ଶݔ2 + ଷݔ4 ≤ 300 
. ଵݔ)                            (ଷݔ.ଶݔ ≥ 0 

  :عند تعويض قيم الحل الأمثل المتوصل إليه في الجدول السابق نحصل على ما يلي
4(110) + 2(30) + 4(0) +  ܵସ = 300 →  ܵସ = −200   

  :فنحصل على ما يلي) - 4(الأول في القيمة نضرب قيم السطر 
( ଵݔ) ݓ݁݊ = ቂ1    0    ସ

ହ
     ଷ

ଵ଴
    0    − ଵ

ହ
     0   110ቃ (−4) = ቂ−4   0  − ଵ଺

ହ
    − ଺

ହ
     0    ସ

ହ
    0 − 440ቃ  

  :فنحصل على ما يلي) - 2(نضرب قيم السطر الثالث في القيمة 
( ଶݔ) ݓ݁݊ = ቂ0    1     ଶ

ହ
   −  ଵ

ଵ଴
     0     ଶ

ହ
   0   30ቃ(−2)  = ቂ0   − 2    − ସ

ହ
     ଵ

ହ
    0  − ସ

ହ
    0   − 60ቃ 

يتم الحصول عليها عن طريق جمع قيم الأسطر الجديـدة  ସܵ  أما بالنسبة للقيم الجديدة لسطر متغيرة الأساس  
  :فنحصل على ما يلي  ସܵ ، مع القيم القديمة للمتغيرة)ثالسطر الأول والثال(لمتغيرتي القرار الأولى والثانية 

( ସܵ) ݓ݁݊ = ቂ−4   0  − ଵ଺
ହ

    − ଺
ହ

     0    ସ
ହ

      0     − 440ቃ+ ቂ0   − 2    − ସ
ହ

     ଵ
ହ

    0  − ସ
ହ

   0  − 60ቃ       
                  + [4    2     4     0     0     0     1      300] = [0    0     0   − 1     0     0     1    − 200] 

   ܼ = ଵݔ    ,77400 = 110, ଶݔ    = 30, ଷݔ    = 0,    ଵܵ = 0,    ܵଶ = 120,    ܵଷ = 0 
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  :جدول الحل الأمثل نحصل على ما يلي في ସܵ وبتعويض القيم الجديدة فقط لمتغيرة الأساس 

   ࢏࢈
Non-Basic Variables  Basic 

Variables  ࡿ૝  ࡿ૜  ࡿ૛ ࡿ૚ ࢞૜  ࢞૛ ࢞૚ 

110   − ଵ
ହ

   − ଵ
ହ

   0   
ଷ
ଵ଴

   ସ
ହ

 ૚࢞   1   0   

120   − ଶ
ହ
  − ଶ

ହ
  1   − ଶ

ହ
   − ଻

ହ
 ૛ࡿ   0   0  

30  
ଶ
ହ
  ଶ

ହ
  0   − ଵ

ଵ଴
   ଶ

ହ
 ૛࢞   0   1  

−૛૙૙   1  0  0   −1   0  0   0   ࡿ૝ 

90000   0   200   0   100   420   0   0   Z 

  :لانتقال إلى جدول حل جديدأن معيار الأمثلية غير محقق، مما يتطلب انلاحظ من خلال الجدول السابق    

   ࢏࢈
Non-Basic Variables  Basic 

Variables  ࡿ૝  ࡿ૜  ࡿ૛ ࡿ૚ ࢞૜  ࢞૛ ࢞૚ 

50   − ଵ
ହ

   − ଵ
ହ

   0   
ଷ
ଵ଴

   ସ
ହ

 ૚࢞   1   0   

200   − ଶ
ହ
  − ଶ

ହ
  1   − ଶ

ହ
   − ଻

ହ
 ૛ࡿ   0   0  

50  
ଶ
ହ
  ଶ

ହ
  0   − ଵ

ଵ଴
   ଶ

ହ
 ૛࢞   0   1  

 ૝ࡿ   0   0  0   1−   0  0  1   200

70000   100   0   0   0   300   0   0   Z 

 : شرط الأمثلية قد تحقق، وبالتالي فإن قيم الحل الأمثل الجديد هي نلاحظ أن

  
 
 
 
 
 
 
 

ܼ = ଵݔ    ,70000 = 50, ଶݔ   = 50, ଷݔ    = 0,    ଵܵ = 200,    ܵଶ = 200, 

   ܵଷ = 0,    ܵସ = 0 
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  :مج الخطي التاليإليك البرنا: التمرين الثاني
(ܼ)ݔܽܯ = ଵݔ20 +       ଶݔ25
ଵݔ 2 + ଶݔ3 ≤ 40                                    

s/c     ݔଵ + ଶݔ2 ≤ 20                          
ଵݔ 3                                       + ଶݔ ≤ 30                                                                       
(ଶݔ. ଵݔ)                                       ≥ 0 

  :وقد تم التوصل إلى جدول الحل الأمثل للبرنامج المقابل للبرنامج السابق كما يلي

   ࢏࢈
Non-Basic Variables  Basic 

Variables  ࡿ૜  ࡿ૛ ࡿ૚ ࢞૛ ࢞૚ 

6   − ଵ
ହ

   − ଻
ହ

 ૚ࡿ   0   0   1   

6  − ଵ
ହ

   ଷ
ହ

 ૛࢞   0   1  0   

8  
ଶ
ହ

   − ଵ
ହ

 ૚࢞   1   0  0   

310   3   11   0   0   0 Z 

 المطلوب:   
(ܼ)ݔܽܯ  :نفرض أن دالة الهدف قد تغيرت إلى الشكل التالي -1 = ଵݔ20 + هـل يـؤثر هـذا    ، ଶݔ45

الأول معامـل المتغيـر   كـل مـن   المجال الذي يمكن أن يتغيـر فيـه    ما هوالتغيير على الحل الأمثل؟ 
 دون أن يؤثر ذلك على الحل السابق؟ ଶݔ  ଵݔ والثانيو

: وبالتالي القيد الثـاني أصـبح بالشـكل التـالي     23نفرض أن الموارد المتاحة في القيد الثاني أصبحت  -2
ଵݔ + ଶݔ2 ≤ ما هو المجال الذي يمكن أن يتغير فيه كـل  مثل؟ هل يؤثر هذا التغيير على الحل الأ، 23

  دون أن يؤثر ذلك على الحل السابق؟ ଶ  ܾଷܾ و ଵܾ والموارد المتاحة من 
  :الحل

(ܼ)ݔܽܯتحديد تأثير دالة الهدف الجديدة  -1 = ଵݔ20 + على الحل الأمثل، ومجال تغير معامـل   ଶݔ45
 :لحل الأمثلدون تغيير ا ଶݔ  المتغير الثاني

(ܼ)ݔܽܯتحديد تأثير دالة الهدف الجديدة  -1-1 = ଵݔ20 + بعد تغيير معامـل   :على الحل الأمثل ଶݔ45
 :المتغير الثاني يصبح جدول الحل كما يلي
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   ࢏࢈
Non-Basic Variables  Basic 

Variables  ࡿ૜  ࡿ૛ ࡿ૚ ࢞૛ ࢞૚ 

6   − ଵ
ହ

   − ଻
ହ

 ૚ࡿ   0   0   1   

6  − ଵ
ହ

   ଷ
ହ

 ૛࢞   0   1  0   

8    − ଵ
ହ

 ૚࢞   1   0  0   

430   −૚   23   0   0   0  Z 

ΣZ)موجبـة أو معدومـة أي    Zنلاحظ أن شرط الأمثلية لم يتحقق بعد لأن ليس كل قيم السـطر     ≥ 0) ،
  :وبالتالي يجب الانتقال إلى جدول حل جديد كما يلي

   ࢏࢈
Non-Basic Variables  Basic 

Variable
s  ࡿ૜  ࡿ૛ ࡿ૚ ࢞૛ ࢞૚ 

10   0   − ଷ
ଶ

   1   0   
ଵ
ଶ

 ૚ࡿ   

10  0   
ଵ
ଶ

   0  1   
ଵ
ଶ

 ૛࢞   

20  1   − ଵ
ଶ

   0  0   
ହ
ଶ

 ૜ࡿ   

450   0   
ସହ
ଶ

   0   0   
ହ
ଶ
  Z 

ΣZ)أصـبحت موجبـة أو معدومـة أي     Zكل قيم السطر نلاحظ أن شرط الأمثلية قد تحقق لأن     ≥ 0) ،
 :وبالتالي قيم الحل الأمثل الجديدة هي

 
 
ومنه نستنتج أن دالة الهدف الجديدة قد أثرت على الحل الأمثل، وهو ما أدى إلى حل أمثل جديد المـذكور    

  .أعلاه
لتحديـد مجـال تغيـر معامـل      :ثلدون تغيير الحل الأمଵݔ   تحديد مجال تغير معامل المتغير الأول  -1-2

            الهـدف  دالـة  إدخـال  ، يـتم دون تغيير الحـل الأمثـل   αوالذي نرمز له بـ ଵݔ  المتغير الأول 

(ܼ)ݔܽܯ = (20 + ଵݔ(ߙ +  ومنه المثال حل في استعملت التي الطريقة بنفس الأمثل الجدول في  ଶݔ25

  :التالي بالشكل الجدول يصبح

ܼ = ଵݔ    ,450 = 0, ଶݔ    = 10,   ଵܵ = 10,    ܵଶ = 0,    ܵଷ = 20  
 

૛
૞ 
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 Non-Basic Variables  Basic   ࢏࢈
Variables  ࡿ૜  ࡿ૛ ࡿ૚ ࢞૛ ࢞૚ 

6   − ଵ
ହ

   − ଻
ହ

 ૚ࡿ   0   0   1   

6  − ଵ
ହ

   ଷ
ହ

 ૛࢞   0   1  0   

8  
ଶ
ହ

   − ଵ
ହ

 ૚࢞   1   0  0   

(310 + 8)  (ߙ8 + ଶ
ହ
11)   (ߙ − ଵ

ହ
 Z  0   0   0   (ߙ

كما   Z سطرال في معدوم أو سالب عنصر أي هناك يكون لا أن يجب الأمثل الحل جدول اسأس يتغير لا حتى   
ቀ11                                 :يلي − 1

5
≤ቁߙ 0,    ቀ8 + 2

5
≤ቁߙ 0  

 α∋ ] [55 + ,7.5 -:                                       أي أن

وحدات نقديـة   7,5نقدية و أي انخفاض يزيد أو يساوي  دةوح 55وهذا معناه أن أي زيادة تقل أو تساوي     
  .يبقيان أساس جدول الحل الأمثل بدون تغيير ଵݔول في معامل المتغير الأ

لتحديـد مجـال تغيـر معامـل      :دون تغيير الحل الأمثلଶݔ  ي تحديد مجال تغير معامل المتغير الثان -1-3
           الهـدف  دالـة  إدخـال  ، يـتم ون تغييـر الحـل الأمثـل   د αوالـذي نرمـز لـه بــ     ଶݔ   المتغير الثاني

(ܼ)ݔܽܯ = ଵݔ20 + (25 +  ومنه المثال حل في استعملت التي الطريقة بنفس الأمثل الجدول في  ଶݔ(ߙ

  :التالي بالشكل الجدول يصبح

   ࢏࢈
Non-Basic Variables  Basic 

Variables  ࡿ૜  ࡿ૛ ࡿ૚ ࢞૛ ࢞૚ 

6   − ଵ
ହ

   − ଻
ହ

 ૚ࡿ   0   0   1   

6  − ଵ
ହ

   ଷ
ହ

 ૛࢞   0   1  0   

8  
ଶ
ହ

   − ଵ
ହ

 ૚࢞   1   0  0   

(310 + 3)   (ߙ6 − ଵ
ହ
ଷ)   (ߙ

ହ
ߙ + 11)   0   0   0  Z 

كمـا    Z سطرال في معدوم أو سالب عنصر أي هناك يكون لا أن يجب الأمثل الحل جدول أساس يتغير لا حتى 
ቀ3 :                                  يلي

5
ߙ + 11ቁ≥ 0,    ቀ3− 1

5
≤ቁߙ 0   

  α ∋ ] [15 + ,18.33 -   :                                    أي أن
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نقدية  وحدة 18,33نقدية و أي انخفاض يزيد أو يساوي  وحدة 15وهذا معناه أن أي زيادة تقل أو تساوي     
  .يبقيان أساس جدول الحل الأمثل بدون تغيير ଶݔ غير الثانيالمتفي معامل 

ଵݔتحديد تأثير القيد الثاني الجديد  -2 + ଶݔ2 ≤ مـن المـوارد   على الحل الأمثل، ومجال تغيـر كـل    23
 :دون تغيير الحل الأمثل ଶ  ܾଷܾ و ଵܾ والمتاحة 

ଵݔتحديد تأثير القيد الثاني الجديد  -2-1 + ଶݔ2 ≤ نلاحظ أن الموارد المتاحة فـي   :على الحل الأمثل 23
، وبعد إدخال هذا التغيير في جدول الحل الأمثل يصبح هذا الأخير بالشـكل  3قد ارتفعت بـ  ଶܾ  القيد الثاني

  :التالي

   ࢏࢈
Non-Basic Variables  Basic 

Variables  ࡿ૜  ࡿ૛ ࡿ૚ ࢞૛ ࢞૚ 

ଽ
ହ

   − ଵ
ହ

   − ଻
ହ

 ૚ࡿ   0   0   1   

ଷଽ
ହ

  − ଵ
ହ

   ଷ
ହ

 ૛࢞   0   1  0   

ଷ଻
ହ

  ଶ
ହ

   − ଵ
ହ

 ૚࢞   1   0  0   

343   3   11   0   0   0  Z 

  .وحدة نقدية 343إلى  310ارتفعت من  Zنلاحظ من خلال جدول الحل الأمثل السابق أن قيمة دالة الهدف 
 :دون تغيير الحل الأمثل ଶ  ܾଷܾ و ଵܾ وموارد المتاحة من التحديد مجال تغير كل  -2-2

 ـଵߙ ولتكن ଵܾ  الموارد المتاحةتحديد مجال تغير ل :ଵܾ الموارد المتاحة تحديد مجال تغير   - أ  متغيـر  نإف
 يشـير  ذاه فإن الأمثل، الحل جدول في )الحل في داخل( الأساسي الحل مزيج ضمن الأول للقيد التابع الفجوة

 غير( المورد بهذا الخاص الإمكانية لمدى الأعلى الحد أن ذلك ويعني المورد هذا من إضافية كمية وجود إلى
 الجـدول  في للقيد التابع الفجوة قيمة متغير منه مطروحا للمورد الأصلية الكمية يساوي الأدنى والحد )محدد

ଵߙ ][α + ,6 -: ومنه، 6هو متغير أساسي وقيمته ଵܵ الأول للمورد التابع الفجوة متغير أن نلاحظ الأمثل، ∈   
    :نقوم بما يلي ଶߙ ولتكن ଶܾ المتاحة لتحديد مجال تغير  :ଶܾ الموارد المتاحة تحديد مجال تغير   -  ب

 ∆ଵ.  ܾଶ = 6 ⁄ (− 7
5ൗ ) = −30 ⁄ 7 

 ∆ଶ.  ܾଶ = 6 ⁄ (3
5ൗ ) = 10 

 ∆ଷ.  ܾଶ = 8 ⁄ (− 1
5ൗ ) = −40 

  ଶߙ    ∋][4.28 + ,10 -      :  ومنه
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    :نقوم بما يلي ଷߙ ولتكن ଷܾ المتاحة لتحديد مجال تغير  :ଷܾ الموارد المتاحة تحديد مجال تغير   - ج

 ∆ଵ.  ܾଷ = 6 ⁄ (− 1
5ൗ ) = −30 

 ∆ଶ.  ܾଷ = 6 ⁄ (− 1
5ൗ ) = −30 

 ∆ଷ.  ܾଷ = 8 ⁄ (2
5ൗ ) = 20 

  ଷߙ    ∋][30 + ,20 -:        ومنه
 

X. تمارين غير محلولة  
  :البرنامج الخطي التالي إليك: التمرين الأول

(ܼ)ݔܽܯ = ଵݔ10 + ଶݔ12 +       ଷݔ6
ଵݔ  + ଶݔ2 + ଷݔ3 ≤ 80                                        

s/c    2 ݔଵ + ଶݔ + ଷݔ ≤ 59                             
ଵݔ 3                                 + ଶݔ5 + ଷݔ4 ≤ 120                                            
.ଶݔ. ଵݔ)                                 (ଷݔ ≥ 0                              

 المطلوب:  
 .أوجد الحل الأمثل للبرنامج المقابل - 1

 دون أن يؤثر ذلك على الحل الأمثل؟ ଷݔ لمتغير الثالث ما هو المجال الذي يمكن أن يتغير فيه معامل ا -2

، بحيث معاملات هذا المتغير في القيود الثلاثـة   ସݔ نفرض أننا أضفنا متغير جديد للبرنامج الأصلي هو - 3
، ما هي القـيم الجديـدة لعمـود المتغيـر     12أما معامله في دالة الهدف هو  ،2، 2، 2: هي على التوالي

 دول الحل الأمثل؟الجديدة في ج

ଵݔ : إذا فرضنا أن هناك قيد جديد يضاف إلى البرنامج الأصلي بالشكل التالي - 4 + ଶݔ + ଷݔ ≤ 40 ،  

 ما هو تأثير هذا القيد الجديد على الحل الأمثل السابق؟

  :إليك البرنامج الخطي التالي :التمرين الثاني
(ܼ)ݔܽܯ = ଵݔ30 +       ଶݔ50
ଵݔ2  + ଶݔ ≤ 16                                        

s/c     ݔଵ + ଶݔ2 ≤ 11                           
ଵݔ                                       + ଶݔ3 ≤ 15   
. ଵݔ )                                      (ଶݔ ≥ 0  

 المطلوب:  
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 .أوجد الحل الأمثل للبرنامج السابق - 1

(ܼ)ݔܽܯ: ض أن دالة الهدف أصبحت بالشكل التالينفر - 2 = ଵݔ35 + استخرج جـدول الحـل   ، ଶݔ55
 .الأمثل للبرنامج الجديد

دون أن يؤثر ذلك  ଶݔ  ଵݔ و ما هو المجال الذي يمكن أن يتغير فيه كل من معامل المتغير الأول والثاني - 3
 على الحل السابق؟

على التوالي، ما هو تأثير ذلـك   15، 11، 20للقيود الثلاثة قد تغيرت إلى  ௜ܾ  نفرض أن الموارد المتاحة - 4
 على الحل الأمثل السابق؟

 دون أن يؤثر ذلك على الحل السابق؟ ௜ܾ  الموارد المتاحةما هو المجال الذي يمكن أن يتغير فيه كل  - 5

املات هذا المتغير في القيود الثلاثـة  ، بحيث مع ସݔ نفرض أننا أضفنا متغير جديد للبرنامج الأصلي هو - 6
، ما هي القـيم الجديـدة لعمـود المتغيـر     40أما معامله في دالة الهدف هو ، 3، 2، 4: هي على التوالي

 الجديدة في جدول الحل الأمثل؟

ଵݔ : إذا فرضنا أن هناك قيد جديد يضاف إلى البرنامج الأصلي سيكون بالشكل التـالي  - 7 + ଶݔ4 ≤ 13 ،
  أثير هذا القيد الجديد على الحل الأمثل السابق؟ما هو ت

  :إليك البرنامج الخطي التالي  :التمرين الثالث
(ܼ)ݔܽܯ = ଵݔ4 + ଶݔ5 +       ଷݔ5
ଵݔ  + ଶݔ2 + ଷݔ ≤ 430                                     

s/c    3 ݔଵ + ଶݔ2 + ଷݔ0 ≤ 460                    
ଵݔ                                    + ଶݔ4 + ଷݔ0 ≤ 420  
.ଶݔ. ଵݔ)                                                  (ଷݔ ≥ 0   

  :وأن جدول الحل الأمثل هو بالشكل التالي

 Non-Basic Variables  Basic   ࢏࢈
Variables  ࡿ૜  ࡿ૛ ࡿ૚ ࢞૜ ࢞૛ ࢞૚ 

100   0   − ଵ
ସ

   ଵ
ଶ

   0   1   − ଵ
ସ

 ૛࢞   

230   0  
ଵ
ଶ

   0   1  0   
ଷ
ସ

 ૜࢞   

 ૜ࡿ   2   0  0   2−   1  1  20

1650   0   ହ
ସ

   ହ
ଶ

   0   0   
ଷ
ଶ

   Z 
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 المطلوب:  
 لأمثل؟، ما هو تأثير ذلك على الحل ا400إلى  420قد انخفض من  ଷܾنفرض أن المورد الثالث - 1

ଵݔ: إذا أضفنا قيد جديد إلى البرنامج الأصلي كالتالي - 2 + ଶݔ3 + ଷݔ ≤ ما هو تأثير ذلـك علـى   ، 600
  الحل الأمثل؟

مدير العمليات في مؤسسة لصناعة البرمجيات ببناء نموذج البرمجة الخطية الذي يهدف  قام  :التمرين الرابع
  :عين من البرمجيات كما يليإلى مساعدة المؤسسة في تخفيض تكاليف إنتاج نو

(ܼ)݊݅ܯ = ଵݔ5 +       ଶݔ6
ଵݔ  + ଶݔ = 1000                                   

s/c     ݔଵ ≤ 300                               
ଶݔ                                        ≤ 150  
(ଶݔ. ଵݔ)                                       ≥ 0  

  :وأن جدول الحل الأمثل هو بالشكل التالي

   ࢏࢈
Non-Basic Variables  Basic 

Variables  ࡭૜  ࡭૛ ࡿ૛ ࡿ૚ ࢞૛ ࢞૚ 

 ૚ࡿ   0   0   1−   1   1   1−   550

 ૚࢞   1   0  1   0   0  0   300

 ૛࢞   0   1  1−   0   1  0  700

5700   −M   (6 − M)   0   −1   0   0   Z 

 المطلوب:  
دون أن يؤثر ذلـك   ଶݔ  ଵݔ وما هو المجال الذي يمكن أن يتغير فيه كل من معامل المتغير الأول والثاني - 1

 على الحل السابق؟

 دون أن يؤثر ذلك على الحل السابق؟ ௜ܾ  الموارد المتاحةما هو المجال الذي يمكن أن يتغير فيه كل  - 2
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تعتبر مشكلة النقل أحد الأساليب الرياضية التي تساعد في اتخاذ القرار المناسب لنقل كمية مـن المـواد        

والسلع من مصادر أو مراكز الإنتاج أو من المخازن إلى مراكز الطلب أو الاسـتهلاك لسـد حاجـات هـذه     
 المـرء  يـرى  ما فكثيرا متكررة، صورةب العملية الحياة في النقل مشكلة تظهرو، المواقع وبأقل تكلفة ممكنة

 المسـتهلك  إلـى  الحيوية المادة هذه لإيصال عددية مواقع من مختلفة طرق عبر تسير البضائع لنقل شاحنات
  .متعددة أماكن في يوجد أن يمكن الذي

I. مفهوم مشكلة النقل  
 مشكلة في المستخدمة ضيةالريا النماذج أن حيث الهامة الخطية البرمجة تطبيقات إحدى النقل مسألة تعتبر   

 عدة من المنتوجات أو الوحدات لتوزيع امثل أسلوب إيجاد هو إستخدامها من والهدف خطية نماذج هي النقل
 ممكنة كلفة بأقل )استهلاكية مراكز( للطلب مواقع عدة إلى )تسويقية مراكز موانئ، معامل،( للعرض مصادر

 أن إلا الخطية البرمجة في السمبلكس طريقة باستخدام حلها نيمك النقل ومشاكل وقت، بأقل أو ربح بأعلى أو
 تفريـغ  خـلال  من عليه التغلب تم الأمر وهذا كثيرة حسابية وعمليات وجداول خطوات تتطلب الطريقة هذه
  .المفردات وهذه النقل جدول يسمى خاص جدول في النقل مشكلة )متغيرات( مفردات كافة

، وقـد نشـر   1941إلـى سـنة    Transportation Problemلة النقـل  وتعود الجذور التاريخية لمشك    
T.C.Kopmans   حيث تعتبر مشـاكل  "الاستثمار الأمثل لنظام النقل " دراسة تحت عنوان  1947في سنة ،

النقل من أهم المواضيع التي يعتمد عليها بشكل واسع في حل الكثير من المشـاكل الاقتصـادية فـي الفتـرة     
ولة استخدامها في تنظيم الإنتاج وموارده، وفي تموين الإمـداد لأهـم المـواد الزراعيـة     الأخيرة، وذلك لسه

  .والصناعية، من أجل الحصول على أفضل الخطط لنقل الشحنات والموارد الاقتصادية وتنظيمها بشكل مثالي
II. صياغة مشكلة النقل  
  :يمكن تلخيص المفهوم العام لمشاكل النقل بما يلي 
، وعدد a୧ ،i=1,..m أو المصدرين الذين يعرضون بضائع متشابهةكز العرض من مرا mوجود عدد  -

 .b୨ ،j=1 ,..n ، حجم طلب كل منهم معلوم ويقدر بـnمقدارها ) الاستهلاك(من مراكز الطلب 

  مسائل النقل: المحور السادس
Transportation Problem 
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معلومة ومحددة  j) الاستهلاك(إلى مركز الطلب  iتكلفة الوحدة الواحدة من السلعة من مركز الإنتاج  -
 .C୧୨وهي 

 .X୧୨ أن الكميات المنقولة من المراكز الإنتاجية إلى المراكز التسويقية محددة وهي -
 .تخفيض التكاليف الكلية إلى أقل ما يمكن -
ولغرض تسهيل دراسة مشكلة النقل يمكن تمثيل جدول التكاليف للوحدات من المراكز الإنتاجية إلى المراكز  

  :التسويقية كما يلي
  العرض

Supply 
  مراكز  طلبز المراك

  N  …   3  2  1  العرض

aଵ 
Cଵ୬ 
Xଵ୬ 

… 
… 

Cଵଷ 
Xଵଷ 

Cଵଶ 
Xଵଶ 

Cଵଵ 
Xଵଵ 

1  

aଶ 
Cଶ୬ 
Xଶ୬ 

… 
… 

Cଶଷ 
Xଶଷ 

Cଶଶ 
Xଶଶ 

Cଶଵ 
Xଶଵ 

2  

aଷ 
Cଷ୬ 
Xଷ୬ 

… 
… 

Cଷଷ 
Xଷଷ 

Cଷଶ 
Xଷଶ 

Cଷଵ 
Xଷଵ 

3  

: : : : : : : 

b୫   C୫୬ … C୬ଷ C୬ଶ C୬ଵ M 

a୧ = b୨∑  b୬ … bଷ bଶ bଵ  الطلبDemand 

كما يشترط نموذج النقل بشكله الأولي ضرورة المساواة بين عدد الوحدات في المراكز الإنتاجية وعدد   
ل في حالة توازن، أي أن مجموع ، ليكون جدول النق)مراكز الطلب(الوحدات المطلوبة في المراكز التسويقية 

، أما إذا لم تتحقق المساواة يتم إضافة سطر أو عمود وهمي ليستوعب الفارق بين )مجموع الطلب= العرض
  .كمية العرض والطلب وتكون تكاليف النقل فيها صفر

  : أما النموذج الرياضي لمشكلة النقل فيمكن كتابته بالشكل التالي  
(ݖ)ܰܫܯ = ∑ ∑ X୧୨.௡

௝ୀଵ
௠
௜ୀଵ C୧୨      

                                       Subject to:     

  ∑ X୧୨ = a୧௡
௝ୀଵ , ݅ = 1, . . ,݉     

∑ X୧୨
୫
୧ୀଵ = b୨, j = 1, . . , n   

                                                                                                X୧୨ ≥ 0   
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III.  لمشكلة النقل) الإبتدائي(إيجاد الحل الأولي  
  :لغرض إيجاد الحل الأولي لمشكلة النقل هناك ثلاث طرق رئيسية 
 .North-West Cornerطريقة الزاوية الشمالية الغربية  -
 . Least-Costطريقة التكلفة الدنيا  -
 .Vogel’s Approximation (Penalty Method)) الجزاء(طريقة فوجل التقريبية  -
يقصد بالزاوية الشمالية الغربية  :Method North-West Corner طريقة الزاوية الشمالية الغربية -1

تعتبر هـذه  أو خانة في الجدول إلى الأعلى وإلى اليسار، وهي الخلية التي ينطلق منها إيجاد الحل الأساسي، و
لتوزيـع الكميـات    أي منطق علمـي ، حيث لا يستخدم فيها من أسهل وأبسط الطرق وأكثرها شيوعاالطريقة 
بالمقابل فإنها تهمل عنصر التكاليف عند التوزيع، وتتطلـب   ،من المراكز الانتاجية إلى مراكز الطلبالمتوفرة 

                     .جداول كثيرة للوصول إلى الحل الأمثل
  :يلي يتم الحل وفقا لهذه الطريقة بعد التأكد من أن جدول النقل في حالة توازن كما

لجدول النقل، ثم نخصص أكبر عدد مـن الوحـدات   ) الزاوية الشمالية الغربية(نبدأ بالخلية العليا اليسرى  -
لتلك الخلية، ويكون هذا العدد المخصص الأقل في سطر الكمية المعروضة المتوفرة أو الأقـل فـي عمـود    

 .متطلبات الطلب

 .نفس كمية الوحدات التي خصصت للخليةننقص كمية العرض في السطر، وكمية الطلب في العمود ب -

الثالية، أمـا  إذا أصبح العرض في السطر مساويا الآن للصفر، نتحرك إلى الأسفل في العمود إلى الخلية  -
إذا أصبح كل من العرض في السطر والطلب في العمود مساويين للصفر، نتحرك إلى الأسفل خلية واحدة ثـم  

 .إلى اليمين خلية أخرى

التالية والمحددة في الخطوة الثالثة، أكبر عدد ممكن الوحدات، ثم نعود حتى نصل إلـى  نخصص للخلية  -
 .حل أولي مقبول

، و )الطلـب (تنتج شركة ثلاثة أنواع من السلع الكهربائية، وتقوم بتجهيز ثلاثة مراكز تسـويقية   :)01 ( مثال
وضة والمطلوبة، والمطلوب هو إيجـاد  يوضح الجدول التالي تكاليف نقل الوحدة الواحدة وكذا الكميات المعر

  :الحل الأولي باستخدام طريقة الزاوية الشمالية الغربية
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  العرض
  مراكز  مراكز الطلب

  1  2  3  العرض
22  10  3  7  1  
24  0  6  4  2  
14  9  8  5  3  
  الطلب  18  22  20  60

   :الحل
 نتبع ) 60ذا المثال متساوية وتساوي في ه(بعد التأكد من أن الكميات المعروضة مساوية للكميات المطلوبة   

  :الخطوات التالية
وبالتالي العـرض الأول يغطـي    ،وحدة 22وقيمته والعرض الأول  وحدة 18 قيمتهوالطلب الأول نبدأ ب -

 .من العرض الأول وحدات 3 مع بقاء ،دج 7الأولى وبتكلفة نقل  الطلب
 ،دج 3وبتكلفة نقـل  المتبقي من العرض الأول وحدات 4يتم تلبيتها  وحدة 22 ننتقل للطلب الثاني وقيمته -

وحدات من  6 مع بقاء ،دج 6وحدة بتكلفة نقل  24 بـ قدرالأخرى تلبى بالعرض الثاني الم وحدة 18أما 
 .الأول والثاني ينتلبية الطلب بعدالعرض الثاني 

العرض الثاني بتكلفـة  وحدات المتبقية من  6بـ  وحدة التي يتم تلبيته 20 وقيمته ثم ننتقل للطلب الثالث  -
   .دج 97 بتكلفة نقل وحدة 16دج، وإكمالها بالعرض الثالث  0نقل 

بحيث أن ما داخل المربعات الصغيرة هي تكاليف  ويمكن تمثيل الخطوات السابقة في جدول الحل الأولي 
  :النقل والأخرى الكميات

  العرض
  مراكز  مراكز الطلب

  1  2  3  العرض
22    4  18  1  

24  6  18    2  
14  14          3  
  الطلب  18  22  20  60

، أمـا بـاقي   x33=14 ,x23=6 ,x22=18,x12=4 ,x11=18: ومنه الحل الأساسي حسب الجـدول السـابق   
  .المتغيرات فهي غير أساسية وتساوي الصفر

7 3 

6 0 

9 

4 

5 8 

10 
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ومنـه تكـون   ثم نحسب قيمة التكاليف الكلية من دالة الهدف بضرب الكميات في تكلفة الوحدة الواحدة للنقل،  
  :تكلفة النقل الأولية وفقا لهذه الطريقة

MIN(Z)=(7.18)+(3.4)+(6.18)+(0.6)+(9.14)=372  

 طريقـة  أفضل من شك بدون التكلفة الدنيا طريقة تعتبر:  Least-Cost Methodطريقة التكلفة الدنيا  -2

 مشاهدة يتم حيث ة الأقل،كلفتال ساسأ على التوزيع اختيار يتم ة، وحسب هذه الطريقةالغربي يةالشمالالزاوية 

 قـل أ على حتويت التي خليةال زاءإ النهاية في المطلوبة الكمية تخصيص ثم تكلفة، قلأ يجادوإ التكاليف جدول

 فـي  خـرى أ كلفةت قلأ بملاحظة قوم، نالمتيسرات نفاذ وأ المطلوبة الاحتياجات تخصيص يتم نأ وبعد، كلفةت
 ، وهكذا نستمر إلـى أن يـتم توزيـع كافـة الوحـدات     نفسها بالطريقة توزيعال ويتم ،المتبقية فيلاكتال جدول

  .المعروضة
 .أوجد الحل الأولي بطريقة التكلفة الدنيا لمسألة النقل في المثال السابق :)02( مثال

  :الحل
) 60في هذا المثال متساوية وتساوي (بعد التأكد من أن الكميات المعروضة مساوية للكميات المطلوبة  

  :بع الخطوات التاليةنت
، حيـث هـذا   وحـدة  24 وحدة والعرض الثاني 20 دج التي تقابل تقاطع الطلب الأول 0هي  أقل تكلفة -

 .وحدات 4 بقاءغطي الطلب مع ي الأخير
، وحـدة  22والعرض الأول  وحدة 22 بل الطلب الثانيدج التي تقا 3وهي  قلثم ننتقل للتكلفة الثانية الأ  -

 .عدم بقاء أي وحدةلب مع غطي الطي وهذا الأخير
وحدة،  24مع العرض الثاني  وحدة 18 تقابل الطلب الأولدج التي  4 وهي قلللتكلفة الثالثة الأ ثم ننتقل  -

 .ةوحد 14 عجز بـالطلب مع وجود هذا  ةتلبيوحدات فقط، توجه ل 4والمتبقي منه 
مع العرض  )فقط متبقية 14( وحدة 18 دج التي تقابل الطلب الأول 5وهي  قل للتكلفة الرابعة الأقلثم ننت -

عدم بقاء أي وحدة، لنحصـل فـي   مع  يلبي الجزء المتبقي من الطلب الأولالأخير  ة، هذاوحد 14الثالث 
 :الأخير على الخطة المعتمدة لإيجاد الحل، ويمكن تلخيص الحل السابق في الجدول التالي
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  العرض
  مراكز  مراكز الطلب

  1  2  3  العرض
22    22    1  
24  20    4    2  
14      14      3  
  الطلب  18  22  20  60

، أما بـاقي المتغيـرات   x31=14 ,x23=20 ,x21=4 ,x12=22: ومنه الحل الأساسي حسب الجدول السابق  
  :فهي غير أساسية وتساوي الصفر، أما التكاليف الكلية فتساوي

MIN(Z)=(3.22)+(4.4)+(0.20)+(5.14)=152  

  أهم من لفوج طريقة تعتبر :Vogel’s Approximation Method) الجزاء(ريبية التق لطريقة فوج .3
  ما تكون ونادرا الامثل، الحل الى للوصول القدرة من الطريقة هذه به تتميز لما الإطلاق على الثلاث الطرق

 المجال هذا في بالأفضلية ونقصد فوجل، طريقة من أفضل الغربية والزاوية الشمالية التكلفة الدنيا طرقتي

 تحتاج إليه مما طولأ حسابية عمليات الى تحتاج لفوج طريقة ممكن، ولكن وقت بأسرع الحل إلى للوصول

تتلخص خطوات إيجاد الحل الأولي وفقا لهذه الطريقة بعد التأكد من أن جدول ، وعموما الطريقتين السابقتين
 :النقل في حالة توازن فيما يلي

ر وعمود لجدول النقل، والتي تساوي حاصل الفرق بين أقل تكلفتين في تكاليف الجزاء لكل سطنحسب  -
 .كل سطر أو عمود

تكلفة جزاء، ونخصص أكبر عدد ممكن من الوحدات إلى السطر أو العمود الذي يحتوي على أكبر  نحدد -
 .الخلية التي تحتوي على أقل تكلفة في السطر أو العمود الذي تم اختياره

 .الطلب في العمود بنفس عدد الوحدات المخصصة للخليةننقص العرض في السطر و -
إذا أصبح العرض في السطر يساوي الصفر نلغي السطر، وإذا أصبح الطلب في العمود يساوي الصفر  -

نلغي العمود، أما إذا أصبح كل من العرض في السطر والطلب في العمود يساويان الصفر نلغي السطر 
 .والعمود معا

 .ة ونستمر إلى أن يتم توزيع جميع الوحدات المعروضة على الوحدات المطلوبةنكرر الخطوات السابق -
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  .أوجد الحل الأولي بطريقة فوجل التقريبية لمسألة النقل في المثال السابق :)03( مثال
 : الحل

) 60في هذا المثال متساوية وتساوي (بعد التأكد من أن الكميات المعروضة مساوية للكميات المطلوبة 
  :الخطوات التاليةنتبع 

صغر تكلفة هي الصـفر  أوفي هذا العمود  ،)الطلب الثالث(موجودة في العمود الثالث تكلفة جزاءإن أكبر  -
بقـاء  مع يتم تغطية الطلب بالعرض  ،)وحدة 24(الثاني  مع العرض )وحدة 20( الثالث أي تقاطع الطلب

 .وحدات 4 بقيمة فائض
التـي   ،3هي في هذا السطر قل تكلفة أ ،)ولالأ العرض(الأول  السطرتكلفة جزاء موجودة في  ثاني أكبر -

يتم تغطية الطلب بالعرض مـع عـدم    ،)وحدة 22( بالعرض الأول )وحدة 22(تقاطع الطلب الثاني تمثل 
 .بقاء أي فائض

فة وهـي الصـفر التـي تـم     تكل ، أقل)العرض الثاني(العمود الثاني  ثالث أكبر تكلفة جزاء موجودة في -
دج، والتـي تمثـل تقـاطع     4وهي  المواليةلذلك نستخدم التكلفة الأصغر  الطلب الثالث،تلبية ل استغلالها

 ، يتم تغطية الطلب بالعرض مع )فقطوحدات  4المتبقي منه (مع العرض الثاني  )وحدة 18(ول الأ الطلب
 .وحدة 14بـ نقص  بقاء

 ، وتمثـل دج 5قل تكلفـة وهـي   ، وأ)العرض الثالث(لسطر الثالث رابع أكبر تكلفة جزاء موجودة في ا  -
لنحصل في الأخير على  )وحدة فقط 14المتبقي منه (الطلب الأول  مع) وحدة 14(تقاطع العرض الثالث 

 :الخطة المعتمدة لإيجاد الحل، ويمكن تلخيص الحل السابق في الجدول التالي

  العرض  لفرقا
  مراكز  مراكز الطلب

  1  2  3  العرض

  4  4  22    22    1  

4  2  4  24  20    4  2  
5  3  3  14      14  3  
  الطلب  18  22  20  60      
        9  3  1  

  1  3            الفرق
            1  
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، أما باقي المتغيرات فهي x31=14 ,x23=20 ,x21=4 ,x12=22: ومنه الحل الأساسي حسب الجدول السابق 
  :غير أساسية وتساوي الصفر، أما التكاليف الكلية فتساوي

MIN(Z)=(3.22)+(4.4)+(0.20)+(5.14)=152  
  

IV. إيجاد الحل الأمثل لمشكلة النقل  
إن الحل المتوصل إليه في الطرق الثلاثة السابقة هو حل أولي، لكننا لا نعلم إذا كان حلا أمثلا أم هو غير   

  :هماأمثل، ولمعرفة ذلك هناك طريقتين مستخدمتين 
 .Step-Stone Methodطريقة المسار الحرج  -
 .Modified Distribution Methodوزيع المعدل طريقة الت -
تتطلب هذه الطريقة تقييم كل خلية غير مشغولة في  :Step-Stone Methodطريقة المسار الحرج  -1

جدول الحل الأولي، لمعرفة ماذا سيحدث لتكاليف النقل الكلية، إذا نقلت وحدة واحدة إلى أحد الخلايا غير 
معينة غير مشغولة سيؤدي إلى تقليل التكاليف، يتم تعديل الحل الراهن  المشغولة، فإذا وجدنا أن ملء خلية

وتستمر عملية تقييم كل جدول إلى أن نتوصل إلى أن إشغال أي خلية غير مشغولة لا يؤدي إلى تقليل تكاليف 
النقل بل سيؤدي إلى زيادتها، كما يجب ملاحظة أن أي مشكلة للنقل تكون قابلة للحل الأمثل دون أي 

راءات إضافية إذا تحقق الشرط التالي، وهو أن عدد الخلايا المشغولة يجب أن تساوي دائما عدد الأسطر إج
m: وعدد الأعمدة ناقص واحد أي + n − 1 = 1 − عدد الأعمدة + عدد الأسطر =  عدد الخلايا المشغولة

  :للوصول إلى الحل وفقا لهذه الطريقة نتبع الخطوات التالية
لكل خلية غير مشغولة، ويتكون المسار مـن مجموعـة قطـع مـن      Closed Pathيتم رسم مسار مغلق  -

المستقيمات المتعاقبة الأفقية والعمودية، يبدأ من الخلية غير المشغولة المراد اختيارها إلى خلية مليئة أخـرى  
حتى يتم الوصول إلى الخلية غير المشغولة نفسها، حيث يمكن تجاوز خلايا غير مشغولة أو ممتلئـة بحيـث   

  .ل إلى خلية ممتلئةتص
للخلية التي تليهـا فـي   ) -(للخلية المراد تقييمها تعقبها علامة سالبة (+) يبدأ المسار المغلق بعلامة موجبة  -

  .المسار، ثم علامة موجبة للخلية التي تليها، وهكذا لجميع الخلايا التي يتشكل منها المسار
وذلك بجمع التكلفة للخلايا الواقعة على المسار، فإذا كانت ) ةتقييم الخلي(تحسب التكلفة غير المباشرة للخلية  -

  .δ௜௝ ب نرمز لتكلفة المسارهذه القيمة سالبة معنى ذلك أن إشغال هذه الخلية سيساهم في تخفيض التكاليف، و
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تكرر الخطوات السابقة في حالة وجود أكثر من خلية غير مشغولة، فإذا كانت التكـاليف غيـر المباشـرة     -
موجبة أو معدومة، فقد توصلنا إلى الحل الأمثل، أما إذا كانت هناك خلية غير مشغولة أو أكثر تكون التكلفـة  
غير المباشرة لها سالبة، فهذا يعني أن هناك إمكانية لتحسين الحل وتخفيض التكاليف، وتعطى الأولوية للخلية 

  .اهم في تخفيض التكاليف وتؤدي إلى تحسين الحلالتي لها أكبر قيمة سالبة للتكلفة غير المباشرة، لأنها تس
  .يتم إشغال الخلية غير المشغولة من الخلايا المشغولة التي تحمل إشارة سالبة في نفس المسار -
تكرر الخطوات السابقة بنقل القيم بين الخلايا واختبار الخلايا غير المشغولة بـنفس الطريقـة حتـى يـتم      -

  .الوصول إلى الحل الأمثل
m)ي حالة عدم تحقق شرط ف - + n − 1) = ، نضيف إلى أحد الخلايا غير المشغولة عدد الخلايا المشغولة

  .والتي تحتوي على أقل تكلفة قيمة صفر، بحيث لا تؤثر على الحل وتساعد في اختار الخلايا غير المشغولة
السابق، أوجد الحل الأمثل باستخدام جدول الحل الأولي لطريقة الزاوية الشمالية الغربية للمثال  :)04( مثال

 .لمشكلة النقل باستخدام طريقة المسار الحرج

  :الحل
  
 

 

 

 

 
  :للقيام بالحل نتبع الخطوات التالية

 وأن 5ولي قابل للحل الأمثل، إذ نلاحظ أن عدد الخلايا المشغولة يساوي يتم التأكد من أن الحل الأ ،
3)الشرط  + 3 − 1) =  .محقق عدد الخلايا المشغولة

 يتم رسم مسار مغلق للخلايا غير المشغولة. 
 يتم حساب التكاليف غير المباشرة للمسارات المغلقة للخلايا غير المشغولة كما يلي: 
 :كما يلي  ها المغلقمسارويتشكل  Xଵଷ،المشغولة  ويخص الخلية غير: المسار الأول -

XଵଷXଶଷXଶଶXଵଶXଵଷ    ،ونحسب: δଵଷ = 10 − 0 + 6 − 3 = 13 > 0  

  العرض
  مراكز  مراكز الطلب

  1  2  3  العرض
22    4+  18-  1  

24  6+  18-    2  
14  14-      +    3  
  الطلب  18  22  20  60
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 :كما يلي  ها المغلقمسارويتشكل  Xଶଵ،ويخص الخلية غير المشغولة : المسار الثاني -
XଶଵXଵଵXଵଶXଶଶXଶଵ    ،ونحسب: δଶଵ = 4 − 7 + 3 − 6 = −6 < 0  

 :كما يلي  ها المغلقمسارويتشكل  Xଷଵ،ويخص الخلية غير المشغولة : المسار الثالث -
XଷଵXଵଵXଵଶXଶଶXଶଷXଷଷXଷଵ،    ونحسب: δଷଵ = 5 − 7 + 3 −

6 + 0 − 9 = −14 < 0  

 :كما يلي  ها المغلقمسارويتشكل  Xଷଶ،ويخص الخلية غير المشغولة : المسار الرابع -
XଷଶXଶଶXଶଷXଷଷXଷଶ    ،ونحسب: δଷଶ = 8 − 6 + 0 − 9 = −7 < 0  

  من التكاليف غير المباشرة التي تم حسابها نجد أن الخليةXଷଵ  لها أكبر قيمة سالبة، ولذلك يتم اختيارها
 لأنها تؤدي إلى تخفيض التكاليف، ويتم إشغالها بنقل كميات إليها، حيث تحدد الكمية التي ستنقل إليها من

 .خلايا المسار المغلق على أساس أقل مقدار للخلية التي تحمل الإشارة السالبة
  إن عدد الوحدات الواجب نقلها إلى الخليةXଷଵ  تتحدد من المسار المغلق لها، إن أقل عدد من الوحدات

 لايا الموجبة وحدة، يتم إضافة هذه القيمة إلى الخ) 14(في هذا المسار في الخلية ذات الإشارة السالبة هي 
  :وطرحها من الخلايا السالبة، وبذلك تتغير قيم الخلايا في المسار المغلق وتصبح كالتالي

Xଷଵ = 14 , Xଵଵ = 18 − 14 = 4, Xଵଷ = 4 + 14 = 18, Xଶଶ = 18 − 14 = 4  
Xଶଷ = 6 + 14 = 20, Xଷଷ = 14 − 14 = 0  

  :لنحصل بعدها على الجدول التالي

  العرض
  مراكز  مراكز الطلب

  1  2  3  العرض
22    18+  4 -  1  

24  20  4 -  +    2  
14      14      3  
  الطلب  18  22  20  60
  :أما التكاليف الكلية فتساوي

MIN(Z)=(7.4)+(3.18)+(6.4)+(0.20)+(5.14)+(9.0) = 176  

لمعرفة هل الحل المحقق في الجدول السابق يمثل الحل الأمثل أم لا، يجب اختبار أمثلية الجدول من خلال   
  :س القواعد السابقة والتي تتمثل في دراسة أثر إشغال الخلايا غير المشغولة التكلفة الكلية كما يلينف
 :كما يلي  ها المغلقمسارويتشكل  Xଵଷ،ويخص الخلية غير المشغولة : المسار الأول -
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XଵଷXଶଷXଶଶXଵଶXଵଷ    ،ونحسب: δଵଷ = 10 − 0 + 6 − 3 = 13 > 0  

 :كما يلي  ها المغلقمسارويتشكل  Xଶଵ،خص الخلية غير المشغولة وي: المسار الثاني -
XଶଵXଵଵXଵଶXଶଶXଶଵ    ،ونحسب: δଶଵ = 4 − 7 + 3 − 6 = −6 < 0  

 :كما يلي  ها المغلقمسارويتشكل  Xଷଶ،ويخص الخلية غير المشغولة : المسار الثالث -
XଷଶXଷଵXଵଵXଵଶXଷଶ    ،ونحسب: δଷଶ = 8 − 5 + 7 − 3 = 7 > 0  

 :كما يلي  ها المغلقمسارويتشكل  Xଷଷ،ويخص الخلية غير المشغولة : المسار الرابع -
XଷଷXଷଵXଵଵXଵଶXଶଶXଶଷXଷଷ،ونحسب: δଷଷ = 9 − 5 + 7 − 3 + 6 − 0 = 14 > 0  

ذلك يتم اختيارها لأنها لها قيمة سالبة، ول Xଶଵمن التكاليف غير المباشرة التي تم حسابها نجد أن الخلية   
تؤدي إلى تخفيض التكاليف، ويتم إشغالها بنقل كميات إليها، حيث تحدد الكمية التي ستنقل إليها من خلايا 

 .المسار المغلق على أساس أقل مقدار للخلية التي تحمل الإشارة السالبة
  إن عدد الوحدات الواجب نقلها إلى الخليةXଶଵ لها، إن أقل عدد من الوحدات  تتحدد من المسار المغلق

 وحدات، يتم إضافة هذه القيمة إلى الخلايا الموجبة ) 4(في هذا المسار في الخلية ذات الإشارة السالبة هي 
  :وطرحها من الخلايا السالبة، وبذلك تتغير قيم الخلايا في المسار المغلق وتصبح كالتالي

Xଵଵ = 4 , Xଵଶ = 18 + 14 = 22,   Xଶଵ = 4, Xଶଶ = 4 − 4 = 0  
  :لنحصل بعدها على الجدول التالي

  العرض
  مراكز  مراكز الطلب

  1  2  3  العرض
22    22    1  

24  20    4    2  
14      14      3  
  الطلب  18  22  20  60
  :أما التكاليف الكلية فتساوي

MIN(Z)=(3.22)+(4.4)+ 0.20)+(5.14 = 152 
ل الحل الأمثل لأنه لا يحقق شرط عدد الخلايـا المشـغولة   إن الحل المتحصل عليه في الجدول السابق لا يمث 

(m + n − 1) ، لذلك يتم إضافة صفر إلى أحـد الخلايـا غيـر    4، إذ أن عدد الخلايا المشغولة أصبح =
، للمساعدة في اختبار الخلايا غير المشغولة كمـا  6ذات التكلفة  Xଶଶالمشغولة والتي لها أقل تكلفة وهي الخلية

 : يلي
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  العرض
  مراكز  كز الطلبمرا

  1  2  3  العرض
22    22    1  

24  20  0  4    2  
14      14      3  
  الطلب  18  22  20  60

ثم يتم اختبار أمثلية الجدول الأخير بنفس القواعد السابقة التي تتمثل في دراسة أثر إشغال الخلايـا غيـر      
  :المشغولة على التكلفة الكلية كمايلي

 :كما يلي  ها المغلقمسارويتشكل  Xଵଵ،لية غير المشغولة ويخص الخ: المسار الأول -
XଵଵXଵଶXଶଶXଶଵXଵଵ    ،ونحسب: δଵଵ = 7 − 3 + 6 − 4 = 6 > 0  

 :كما يلي  ها المغلقمسارويتشكل  Xଵଷ،ويخص الخلية غير المشغولة : المسار الثاني -
XଵଷXଶଷXଶଶXଶଵXଵଷ    ،ونحسب: δଶଵ = 10 − 0 + 6 − 3 = 13 > 0  

 :كما يلي  ها المغلقمسارويتشكل  Xଷଶ،ويخص الخلية غير المشغولة : المسار الثالث -
XଷଶXଷଵXଶଵXଶଶXଷଶ    ،ونحسب: δଷଶ = 8 − 5 + 4 − 6 = 1 > 0  

 :كما يلي  ها المغلقمسارويتشكل  Xଷଷ،ويخص الخلية غير المشغولة : المسار الرابع -
XଷଷXଷଵXଶଵXଶଷXଷଷ ،ونحسب: δଷଷ = 9 − 5 + 4 − 0 = 8 > 0  

إن التكلفة غير المباشرة للخلايا غير المشغولة هي أرقام موجبة، لذلك فإن إشغال أي من هذه الخلايا سوف  
لن يخفض من التكاليف، وبذلك يكون الحل للجدول الأخير هو الحل الأمثل، وإن قيمة التكاليف الكلية هي 

152. 
  
  
  
  
تعتبر أسرع وأسهل من طريقة المسار : Modified Distribution Method ع المعدلطريقة التوزي -2

الحرج، إذ لا تتطلب رسم جيمع المسارات المنعرجة، مما يقلل من الجهد والوقت، كذلك تعتبر هذه الطريقـة  
 الطريقة يتم  ولإيجاد الحل الأمثل وفق هذه ،أكفأ ولها تطبيقات واسعة في حالة استخدام الحاسبة الإلكترونية

من ملاحظة الجدول الأخير لطريقة المسار الحرج، نستنتج أنه هو نفس الجدول المتحصل عليـه   :ملاحظة
عند استخدام طريقتي التكلفة الدنية وفوجل، مما يدل على أن هاتين الطريقتين تعطيان في أغلب الأحيـان  

 .الحل الأمثل لمشكلة النقل
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 :اتباع الخطوات التالية
- m + n − 1 = 1 − عدد الأعمدة + عدد الأسطر =  . التأكد من أن عدد الخلايا المشغولة 
௜௝ܥ: يتم تكوين معادلة لكل خلية مشغولة في جدول الحل الأولي على أساس المعادلة التالية - = ௜ܷ + ௝ܸ 

  .ذي تقع فيه الخلية المعنيةوال iالمتغير الخاص بالسطر : ௜௝ܥ: حيث أن
          ௜ܷ : المتغير الخاص بالعمودj والذي تقع فيه الخلية المعنية. 

           ௝ܸ : تكلفة الخلية التي تقع في السطرi  والعمودj.  
 .إيجاد الحل للمعادلات للخلايا المشغولة وحسب الصيغة المذكورة في الخطوة الثانية -

 : ير المباشرة للخلايا غير المشغولة وفقا للمعادلة التاليةحساب التكلفة غ -

δ୧୨ = ௜௝ܥ − ( ௜ܷ + ௝ܸ) التكلفة غير المباشرة للخلية  

إذا كانت هناك خلية أو أكثر من خلية غير مشغولة تكون التكلفة غير المباشرة لها سالبة، فهـذا يعنـي أن   ف 
ليف، وتعطى الأولوية للخلية التي لها أكبر قيمة سـالبة، ويسـتكمل   هناك إمكانية لتحسين الحل وتخفيض التكا

  .الحل كما هو متبع في طريقة المسار الحرج
باستخدام جدول الحل الأساسي لطريقة الزاوية الشمالية الغربية للمثال السابق، أوجد الحل الأمثل  :)05( مثال

  :لمشكلة النقل باستخدام طريقة التوزيع المعدل
  : الحل

  :قيام بعملية الحل نتبع الخطوات التاليةلل
، 5من خلال جدول الحل الأولي لطريقة الزاوية الشمالية الغربية نلاحظ أن عدد الخلايا المشـغولة هـي    -

  :وبذلك يتم تكوين خمسة معادلات كما يلي
ଵଵܥ = ଵܷ + ଵܸ = 7   
ଵଶܥ = ଵܷ + ଶܸ = 3   
ଶଶܥ = ଶܷ + ଶܸ = 6   
ଶଷܥ = ଶܷ + ଷܸ = 0   
ଷଷܥ = ଷܷ + ଷܸ = 9   

لما كان عدد المتغيرات يزيد على عدد المعادلات، ولغرض تسهيل عملية الحل، نفرض أن أحد المتغيرات  -
ଵيساوي الصفر حتى نتمكن من إيجاد قيم المتغيرات الأخرى، ولنفرض أن  = ، ومن المعدلات سـوف  0

  :  نحصل على النتائج التالية
ଵܸ = 7,            ଵܷ = 0   
ଶܸ = 3,          ଶܷ = 3   
ଷܸ = −3         ଷܷ = 12   



   دروس وتطبيقات: رياضيات المؤسسة                                                                            
 

 127 

يتم تقييم الخلايا غير المشغولة، وذلك بحساب التكلفة غير المباشرة لكل خلية غير مشغولة حسب العلاقـة   -
δ୧୨:                      التالية = ௜௝ܥ − ( ௜ܷ + ௝ܸ) مباشرةال للخلية   التكلفة غير 

  الخلية غير المشغولة  التكلفة غير المباشرة
10 − (0 + 3) = 13   δଵଷ   
4 − (3 + 7) = −6   δଶଵ   

5 − (12 + 7) = −14   δଷଵ   
8 − (12 + 3) = −7   δଷଶ   

بمقارنة النتائج مع تلك التي تم الحصول عليها باستخدام طريقة المسار الحرج، نلاحظ تطابق هذه النتـائج   -
  .قتينفي الطري

لها أكبر قيمة سالبة، لذلك يتم إشغالها بنقـل   Xଷଵمن التكاليف غير المباشرة التي تم حسابها نجد أن الخلية  -
كميات إليها بنفس الخطوات وفقا لطريقة المسار الحرج، حيث يتم رسم مسار مغلق لتحديد عـدد الوحـدات   

وبنفس الخطوات السابقة للوصول إلى الحل الأمثـل،  الواجب نقلها، وهكذا يتم اختبار أمثلية الحل لكل جدول 
  .152حيث تكون التكاليف الكلية تساوي 

  
V. حالات خاصة لمشكلة النقل 

 قد تصادفنا في الحياة العملية حالات خاصة لمشكلة النقل، ترتبط بـالواقع الفعلـي للمؤسسـات وطبيعـة      
  :الأسواق، ولعل أهم هذه الحالات ما يلي

إن إيجاد الحـل الأولـي أو الابتـدائي،     :Unbalanced Problemالطلـب   عدم تساوي العرض مع - 1
وإيجاد الحل الأمثل يتطلب شرطا أساسيا وهو تساوي العرض مع الطلب، غير أنه عمليا يصعب تحقق هـذا  
الشرط في الواقع، إذ يكون إما العرض أكبر من الطلب أو العكس، وفي هذه الحالة ينبغي العمل على تـوفير  

  :رط تحايلا، وذلك كمايليهذا الش
في حالة العرض أقل من الطلب، ينبغي إضافة سطر خيالي إلى جدول المسألة، حيث نفترض أن الكميـة   -

 .التي يعرضها هي قيمة الفرق بين العرض والطلب، وتكاليف النقل في هذا السطر نفترضها معدومة
دول المسألة، حيث نفترض أن الكمية في حالة العرض أكبر من الطلب، ينبغي إضافة عمود خيالي إلى ج -

  .التي يطلبها هي قيمة الفرق بين العرض والطلب، وتكاليف النقل في هذا العمود نفترضها معدومة
في كلتا الحالتين نقوم بعد ذلك بإيجاد الحل الأولي ثم الحل الأمثل بصفة عادية، ثم نحذف في النهاية السطر   

 .أو العمود الذي تمت إضافته
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 :أوجد الحل الأولي بطريقة التكلفة الدنيا لمسألة النقل التالية :)06( مثال

  العرض
  مراكز  مراكز الطلب

3السوق   العرض 2السوق     1السوق  
 A المصنع  5  8  5  400

 B المصنع  4  7  9  300

 C المصنع  6  2  3  100

  الطلب  300  200  200 800       700
 :الحل

، إذا لابد من موازنة العرض مع الطلب بإضافة مركز طلـب  100دار نلاحظ أن العرض يفوق الطلب بمق  
 :وهمي  ثم الاستمرار بحل المسألة كمايلي

  العرض
  مراكز  مراكز الطلب

وهمي.س  العرض 3السوق   2السوق     1السوق  
 A المصنع    200  200    400

 B المصنع  300        300

 C المصنع  350      100  100

  الطلب  300  200  200 100 800       800
نبدأ التخصيص للخلية التي تكون كلفتها أقل ما يمكن وهي هنا الصفر، لذا نختار أي من الخلايا الـثلاث فـي   

  :، بعد ذلك نواصل الحل ونجد التكاليف الكلية كما يلي100عمود السوق الوهمي، وتخصيص كمية مقدارها 
MIN(Z)=(8.200)+(5.200)+(4.300)+(0.100)=3800 

في بعض الأحيان تكون المؤسسة متخصصـة بالنقـل    :Profit Maximizationحالة تعظيم الأرباح  - 2
لصالح الغير، ولديها وسائل نقل تستخدمها في نقل المنتجات من أماكن مختلفة بهدف تحقيق أكبر ربح ممكن، 

ة سيكون بالبحث عن أكبـر  لذا فهي تركز على الخطوط أو المسارات ذات الربح الأكبر، وهنا فإن حل المسأل
في الجدول، ويتم إرسال الكميات إلى تلك الخلية، وتكرر العملية إلى أن يتم نقل جميع الكميات المتاحـة إلـى   

 .الأسواق أو المخازن
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ي الجدول التالي معطيات عن الكميات المطلوب نقلها من المخازن الخاصة بإحدى الـوزارات  ف :)07(مثـال  
ستهلاكية الأربعة، بحيث يتحقق أكبر ربح ممكن للمؤسسة التي تعهـدت بنقـل هـذه    إلى فروع المؤسسة الا

  :الكميات من البضائع، والمطلوب هو مساعدة المؤسسة الناقلة بإعداد خطة النقل

  الكمية المتاحة
  الفروع 

  المخازن
4الفرع  3 فرعال  2 فرعال    1 لفرعا 

 A خزنالم    400    100  500

 B خزنمال        700  700

 C خزنالم  200    100    300

  احتياجات الفروع  200  400  100 800 1500
وهكـذا،   11، ونبدأ بالتخصيص له، ثم الأكبر وهـو  1هنا بيدأ الحل بالبحث عن أكبر رقم في الجدول وهو 

  :وتكون الأرباح الكلية كما يلي
MAX(Z)=(8.400)+(10.100)+(11.700)+(12.200)+(4.100)=14700  

قد توجد في بعض مشاكل النقل  :More Than One Optimal Solutionد أكثر من حل أمثل وجو - 3
عند حلها إمكانية لعدة حلول مثلى وليس حلا وحيدا، وهذا الأمر يمكن اكتشافه عندما تكون نتائج تقييم الخلايا 

 ـ ) مؤشرات التحسين(غير المشغولة  ه يمكـن أن تغيـر   فيها واحدة أو أكثر ذات قيمة صفرية، هذا يعنـي أن
اتجاهات بعض الشحنات إلى اتجاهات أخرى بنفس التكلفة الكلية، إن وجود حلول مثلى متعددة يعطـي الإدارة  

 .مرونة أكبر في اختبار وتوزيع الموارد
 في بعض الحالات  :Unaccepted or Prohibited Routsالمسارات الممنوعة أو غير المقبولة  - 4

الشحنات من بعض المصادر إلى بعض الأسواق أو المخازن لأسباب كثيـرة  يكون من المتعذر إرسال بعض 
كعدم صلاحية الطريق الأمر الذي يجعل من وسائل النقل تتعرض لأضرار وتكاليف تشغيلية عالية، ففي هـذه  

، ويمكـن أن تحـل المسـألة    (M)الحالة فإن المسار الممنوع أو غير المقبول يتم تحديد تكلفة عالية جدا لـه  
أي خسـارة   (M-)طرق المعروفة، في حالة التعظيم فإن المسار الممنوع تخصص له كمية كبيرة سـالبة  بال

 .كبيرة
) الخلايا المشغولة(ونعني بها أن عدد المتغيرات الداخلة في أي حل أولي : Degeneracy فككحالة الت - 5

، وللتخلص من هذا (m+n-1)لا تساوي عدد الأسطر زائد عدد الأعمدة ناقص واحدة، أي عدم تحقق الشرط 
المشكل أيضا نلجأ للتحايل، وذلك بوضع خلية تصورية أو أكثر حسب الحالة داخلة في الحل نفترض قيمتهـا  
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، أي قيمة بجوار الصفر، ثم نقوم بعد ذلك بإيجاد الحل الأمثل، ونهملها تماما في النهايـة باعتبارهـا   تساوي
 .ك في جدول الحل الأولي أو الجداول المواليةقيمة مساعدة فقط، ويتم ذلك سواء حصل التفك

لو افترضنا أن إحدى المؤسسات تريد إعداد خطة نقل، وستعتمد طريقة الزاوية الشمالية الغربيـة   ):08(مثال 
  : كما في الجدول التالي

  العرض
  مراكز  مراكز الطلب

  1  2  3  العرض

100      100  A  

120  20  100      B  

80  80          C  

  الطلب  100  100  100  300
لـذا فـإن الحـل يعتبـر      (5=1-3+3) 5، في حين أنه يجب أن يكون 4إن عدد الخلايا المشغولة هنا هو   

متحللا، وهنا لابد من وضع قيمة صفرية في إحدى الخلايا الفارغة للتمكن من اختيار الحل، مثلا يمكن وضع 
  .خلية مشغولة والاستمرار باختيار الحل ومعاملتها وكأنها Bଵو Aଶفي الخلية  )0(صفر 

إن من أهم المعايير المعتمدة فـي   :Facility Location Analysisاختيار مواقع الوحدات الإنتاجية  - 6
اختيار مواقع الوحدات الإنتاجية هو تكلفة الإنتاج والتوزيع، حيث تفضل المؤسسات تلك المواقع التي تجعـل  

د تكون للمؤسسة عدة مواقع وتريد إضافة موقع آخر ويتم ترشـيح مـدينتين   من هذه التكلفة أدنى ما يمكن، ق
لاختيار إحداهما موقعا للمصنع الجديد، لذا تكون لدينا هنا مسألتي نقل وبناء على التكلفة الكلية لكل منهما يـتم  

  . اختيار الأقل
تاح مصنع جديد يغطي الفـرق  تنتج إحدى المؤسسات أجهزة إلكترونية، ولزيادة الطلب تفكر بافت ):90(مثال 

لإقامة المصـنع  ) Eو D( بين طاقتها الانتاجية الحالية والطلب المتوقع، وقد رشحت موقعين لاختيار أحدهما
  :وفي الجدول أدناه نجد تكلفة النقل للجهاز الواحد والطلب والعرض ،(A,B,C)إلى مصانعها 
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  العرض
  مراكز  مراكز الطلب

4السوق   العرض 3السوق   2السوق     1السوق  
 A  صنعالم  25  55  40  60  15

6  40  50  30  35  B صنع الم  

14  66  26  45  36  C مصنعال  

  الطلب  10  12  15  9        35          46
  :  أما تكلفة النقل للموقعين المرشحين فهي كالتالي

  مراكز  مراكز الطلب
4السوق   العرض 3السوق   2السوق     1السوق  

 D  صنعالم  60  38  65  27

50  41  30  35  E صنع الم  

  : أما تكاليف إنتاج الجهاز الواحد فقد كانت كالتالي
  المصنع  القائمة  المرشحة

E  D  C  B  A  تكلفة إنتاج  
  48  50  52  53  49  الجهاز الواحد

  .يتم اختياره لإقامة المصنع الجديد (E,D)والمطلوب تحديد أي من الموقعين 
  : الحل

 ،(A,B,C)مع المواقع القائمـة   Dألتين منفصلتين بحيث نأخذ في المسألة الأولى الموقع هنا تتم صياغة مس  
كذلك يجب إضافة تكلفة إنتاج الجهاز إلـى   ،(A,B,C)مع المواقع القائمة  Eوفي المسألة الثانية نأخذ الموقع 

  .تكلفة النقل لغرض حساب تكلفة التوزيع الكلية
ة للمصنع المرشح هي الفرق بين العرض والطلب، وبمـا أن مجمـوع   يجب ملاحظة كون الطاقة الانتاجي  

ألـف   11(ألف جهاز، فإن طاقـة المصـنع المرشـح سـتكون      46ألف جهاز والطلب هو  35العرض هو 
  ).46-35=جهاز
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 المسألة الأولى: أولا

  العرض
  مراكز  مراكز الطلب

4السوق  العرض 3السوق   2 فرعال    4السوق  
 A  صنعلما  10    1  4  15

6  5    1    B صنع الم  

14    14      C مصنعال  

11          D مصنعال  

  الطلب  10  12  15 9 46
 

وتكلفـة   25تكلفة النقل فيها  Aଵنلاحظ في الجدول أن تكلفة النقل فد أضيف لها تكلفة الإنتاج، فمثلا الخلية    
هـي   103فإن  Aଶوكذا الأمر مع  73عها يساوي ، لذا فإن مجمو48هي  Aإنتاج الجهاز الواحد في المصنع 

وهكذا، والحل النهائي موضح في الجـدول السـابق حيـث أن التكلفـة الكليـة هـي        55و 48حاصل جمع 
  .وحدة نقدية 3.704.000

  المسألة الثانية :ثانيا

  العرض
  مراكز  مراكز الطلب

4السوق  العرض 3السوق   2 فرعال    4السوق  
 A  صنعمال  10    1  4  15

6  5    1    B صنع الم  

14    14      C مصنعال  

11      11    E مصنعال  

  الطلب  10  12  15 9 46
وحدة نقدية، إن القرار هنا سيكون اختيار الموقـع   3.741.000في المسألة الثانية فإن تكلفة النقل الكلية هي   
D  لأنه أقل تكلفة مقارنة بالموقعE مصنعها في هذا الموقع، وعليه فالمؤسسة تقيم.  
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VI. تمارين محلولة  

وإن  ،(A,B,C)معامل في المدن  )03(تمتلك شركة لصناعة التجهيزات الكهرومنزلية ثلاث   :التمرين الأول
 )04(وحدة يوميا على الترتيب، حيث تقوم بتجهيـز أربـع    300و 300، 350الطاقة الإنتاجية لهذه المعامل 
وحدة يوميا، وأن تكلفة النقل مـن   125و 100، 225، 350ن هذه التجهيزات أسواق، حيث يبلغ احتياجاتها م

ألف دينار للوحدة على الترتيب، أما تكلفة النقل مـن   14و 12، 8، 10إلى الأسواق الأربعة هي  (A)المدينة 
ل مـن  ألف دينار للوحدة على الترتيب، وأن تكلفة النق 11و 13، 7، 6إلى الأسواق الأربعة هي  (B)المدينة 
  .ألف دينار للوحدة على الترتيب 5و 10، 9، 4إلى الأسواق الأربعة هي  (C)المدينة 
 المطلوب :  
  .إعداد جدول النقل لهذه المسألة - 1
  .إيجاد الحل الأولي بطريقة الزاوية الشمالية الغربية وحساب التكاليف الكلية - 2

  : الحل
 :إعداد جدول النقل لهذه المسالة - 1

  زمراك  مراكز الطلب  العرض
4السوق   العرض 3السوق   2السوق     1السوق  

 A  المدينة  10  8  12  14  350

300  11  13  7  6  B   المدينة

300  5  10  9  4  C المدينة 
  الطلب  350  225  100  125  800          950

، أي أن المشكلة غير متوازنة، لذلك نضيف عمود تكـون  )950(لا يساوي العرض  )800(بما أن الطلب   
  :تكاليف النقل فيه مساوية إلى الصفر لغرض موازنة المشكلة كما يليجميع 

  مراكز  مراكز الطلب  العرض
وهمي.س  العرض 4السوق   3السوق   2السوق     1السوق  

 A  المدينة  10  8  12  14  0  350

300  0  11  13  7  6  B   المدينة

300  0  5  10  9  4  C المدينة 
  الطلب  350  225  100  125  150  950
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 :ة الغربية وحساب التكاليف الكليةلحل الأولي بطريقة الزاوية الشماليإيجاد ا - 2

  :بإتباع الخطوات السابقة لطريقة الزاوية الشمالية الغربية نجد 

  العرض
  مراكز  مراكز الطلب

وهمي.س  العرض 4السوق   3السوق   2السوق     1السوق  
 A  المدينة  350          350

300      75  225    B نةالمدي  

300  150  125  25      C المدينة 
  الطلب  350  225  100  125  150  950

  :أما التكاليف الكلية فتحسب كما يلي
MIN(Z)=(10.350)+(7.225)+(13.75)+(10.25)+(5.125)+(0.150)=6925  

 
ثـة للـوطن   المؤسسة الوطنية للمياه المعدنية بالجزائر بتموين المـدن الشـمالية الثلا   تقوم  :التمرين الثـاني 

بمنتوجاتها من المياه المعدنية عن طريق وحداتها الثلاث المعروفة، وتبحث هذه المؤسسة عن خطة لتمـوين  
المدن الشمالية الثلاثة بمنتوجاتها بأقل تكلفة ممكنة، ولقد بينت دراسات المحاسبة التحليلية تكلفة نقـل الوحـدة   

 :و موضح في الجدول التاليالواحدة من كل وحدة إنتاج إلى مدينة شمالية كما ه

  العرض
  مراكز  مراكز الطلب

  الجزائر  عنابة  وهران  العرض
  موزاية  1  4  5  55

  سعيدة  5  7  3  45
  باتنة  10  8  9  20
  الطلب  40  30  50  120

 المطلوب :  
 ).ل التقريبيةية الغربية، التكلفة الدنيا، وفوجالزاوية الشمال(إيجاد الحل الأولي بالطرق الثلاث  - 1

  ).المسار الحرج، والتوزيع المعدل(د الحل الأمثل بالطريقيتين إيجا - 2
  : الحل

 ):الابتدائي(إيجاد الحل الأولي  - 1
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 :لإيجاد الحل الأولي يمكن استخدام ثلاثة طرق مختلفة هي
 :بإتباع الخطوات السابقة لطريقة الزاوية الشمالية الغربية نجد :طريقة الزاوية الشمالية الغربية -1- 1

  العرض
  مراكز  طلبمراكز ال

  الجزائر  عنابة  وهران  العرض

  موزاية  40  15    55

  سعيدة      15  30  45
  باتنة          20  20
  الطلب  40  30  50  120

  :أما التكاليف الكلية فتحسب كما يلي
MIN(Z)=(1.40)+(4.15)+(7.15)+(3.30)+(9.20)=475  

  :نجد لتكلفة الدنياابإتباع الخطوات السابقة لطريقة : طريقة التكلفة الدنيا -2- 1

  العرض
  مراكز  مراكز الطلب

  الجزائر  عنابة  وهران  العرض
  موزاية  40  15    55

  سعيدة        45  45
  باتنة          15  5  20
  الطلب  40  30  50  120

  :أما التكاليف الكلية فتحسب كما يلي
MIN(Z)=(1.40)+(4.15)+(3.45)+(8.15)+(9.5)=400  

 :نجد ل التقريبيةفوجبإتباع الخطوات السابقة لطريقة  :طريقة فوجل التقريبية -3- 1

  العرض
  مراكز  مراكز الطلب

  الجزائر  عنابة  وهران  العرض

  موزاية  40  15    55

  سعيدة        45  45
  باتنة          15  5  20
  الطلب  40  30  50  120
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  :أما التكاليف الكلية فتحسب كما يلي
MIN(Z)=(1.40)+(4.15)+(3.45)+(8.15)+(9.5)=400  

  :إيجاد الحل الأمثل - 2
  :يمكن إيجاد الحل الأمثل باستخدام طريقتين

باستخدام جدول الحل الأولي لطريقة الزاوية الشمالية الغربية واتباع نفس : طريقة المسار الحرج -1- 2
 :خطوات الحل لطريقة المسار الحرج نجد

  العرض
  مراكز  مراكز الطلب

  الجزائر  عنابة  وهران  العرض
  موزاية  40  15    55

  سعيدة      15  30  45
  باتنة            20  20
  الطلب  40  30  50  120

     وأن 5يتم التأكد من أن الحل الأولي قابل للحل الأمثل، إذ نلاحظ أن عدد الخلايـا المشـغولة يسـاوي ،
3)الشرط  + 3 − 1) =  .محقق عدد الخلايا المشغولة

 يتم رسم مسار مغلق للخلايا غير المشغولة. 
 تم حساب التكاليف غير المباشرة للمسارات المغلقة للخلايا غير المشغولة كما يليي: 
 :كما يلي  ها المغلقمسارويتشكل  Xଵଷ،ويخص الخلية غير المشغولة : المسار الأول -

XଵଷXଶଷXଶଶXଵଶXଵଷ    ،ونحسب: δଵଷ = 5 − 3 + 7 − 4 = 5 > 0  

 :كما يلي  ها المغلقمسارويتشكل  Xଶଵ،ولة ويخص الخلية غير المشغ: المسار الثاني -
XଶଵXଵଵXଵଶXଶଶXଶଵ    ،ونحسب: δଶଵ = 5 − 1 + 4 − 7 = 1 > 0  

 :كما يلي  ها المغلقمسارويتشكل  Xଷଵ،ويخص الخلية غير المشغولة : المسار الثالث -
XଷଵXଵଵXଵଶXଶଶXଶଷXଷଷXଷଵ،ونحسب:  δଷଵ = 10 − 1 + 4− 7 + 3 − 9 = 0   

 :كما يلي  ها المغلقمسارويتشكل  Xଷଶ،ويخص الخلية غير المشغولة : المسار الرابع -
XଷଶXଶଶXଶଷXଷଷXଷଶ    ،ونحسب: δଷଶ = 8 − 7 + 3 − 9 = −5 < 0  
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  من التكاليف غير المباشرة التي تم حسابها نجد أن الخليةXଷଶ ـ  ا لها قيمة سالبة، ولذلك يتم اختيارها لأنه
تؤدي إلى تخفيض التكاليف، ويتم إشغالها بنقل كميات إليها، حيث تحدد الكمية التي ستنقل إليها من خلايـا  

 .المسار المغلق على أساس أقل مقدار للخلية التي تحمل الإشارة السالبة
  إن عدد الوحدات الواجب نقلها إلى الخليةXଷଶ لوحـدات  تتحدد من المسار المغلق لها، إن أقل عدد من ا

وحدة، يتم إضافة هذه القيمة إلى الخلايا الموجبة ) 15(في هذا المسار في الخلية ذات الإشارة السالبة هي 
  :وطرحها من الخلايا السالبة، وبذلك تتغير قيم الخلايا في المسار المغلق وتصبح كالتالي

Xଷଶ = 15 ,    Xଶଶ = 15 − 15 = 0,   Xଶଷ = 30 + 15 = 45,   Xଷଷ = 20 − 15 = 5  
  :نحصل بعدها على الجدول التاليل

 

  العرض
  مراكز  مراكز الطلب

  الجزائر  عنابة  وهران  العرض

  موزاية  40  15    55

  سعيدة        45  45
  باتنة          15  5  20
  الطلب  40  30  50  120
   :   أما التكاليف الكلية فتساوي

MIN(Z)=(1.40)+(4.15)+(3.45)+(8.15)+(9.5) = 400  
ل الحل المحقق في الجدول السابق يمثل الحل الأمثل أم لا، يجب اختبار أمثلية الجدول من خلال لمعرفة ه  

  :نفس القواعد السابقة والتي تتمثل في دراسة أثر إشغال الخلايا غير المشغولة التكلفة الكلية كما يلي
 :يلي كما  ها المغلقمسارويتشكل  Xଵଷ،ويخص الخلية غير المشغولة : المسار الأول -

XଵଷXଵଶXଷଶXଷଷXଵଷ    ،ونحسب: δଵଷ = 5 − 9 + 8 − 4 = 0  

 :كما يلي  ها المغلقمسارويتشكل  Xଶଵ،ويخص الخلية غير المشغولة : المسار الثاني -
XଶଵXଵଵXଵଶXଷଶXଷଷXଶଷXଶଵ ،ونحسب: δଶଵ = 5 − 1 + 4 − 8 + 9 − 3 = 6 > 0  

 :كما يلي  ها المغلقمسارويتشكل  Xଶଶ،ير المشغولة ويخص الخلية غ: المسار الثالث -
XଶଶXଶଷXଷଷXଷଶXଶଶ    ،ونحسب: δଶଶ = 7 − 3 + 9 − 8 = 5 > 0  

 :كما يلي  ها المغلقمسارويتشكل  Xଷଵ،ويخص الخلية غير المشغولة : المسار الرابع -
XଷଵXଵଵXଵଶXଷଶXଷଵ،ونحسب: δଷଵ = 10 − 1 + 4 − 8 = 5 > 0  
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غير سالبة، فإن الجدول السابق يمثل جدول الحل الأمثل، بحيث أن التكاليف الكلية  δ୧୨بما أن كل قيم   
  .400تساوي 

باستخدام جدول الحل الأولي لطريقة الزاوية الشمالية الغربية واتباع نفس  :طريقة التوزيع المعدل -2- 2
  :خطوات الحل لطريقة التوزيع المعدل نجد

  :معادلات كما يلي خمس، وبذلك يتم تكوين 5لايا المشغولة هي نلاحظ أن عدد الخ -
ଵଵܥ = ଵܷ + ଵܸ = 1   
ଵଶܥ = ଵܷ + ଶܸ = 4   
ଶଶܥ = ଶܷ + ଶܸ = 7   
ଶଷܥ = ଶܷ + ଷܸ = 3  
ଷଷܥ = ଷܷ + ଷܸ = 9  

رض أن أحد المتغيرات لما كان عدد المتغيرات يزيد على عدد المعادلات، ولغرض تسهيل عملية الحل، نف -
ଵܷيساوي الصفر حتى نتمكن من إيجاد قيم المتغيرات الأخرى، ولنفرض أن  = ، ومن المعدلات سـوف  0

ଵܸ:             نحصل على النتائج التالية = 1,            ଵܷ = 0  
ଶܸ = 4,          ଶܷ = 3   
ଷܸ = 0,         ଷܷ = 9   

ير المشغولة، وذلك بحساب التكلفة غير المباشرة لكل خلية غير مشغولة حسب العلاقـة  يتم تقييم الخلايا غ -
δ୧୨:                  التالية = ௜௝ܥ − ( ௜ܷ + ௝ܸ) التكلفة غير المباشرة للخلية  

  الخلية غير المشغولة  التكلفة غير المباشرة
5 − (0 + 0) = 5 > 0   δଵଷ   
4 − (3 + 1) = 1 > 0   δଶଵ   

10 − (9 + 1) = 0 = 0   δଷଵ   
8 − (9 + 4) = −5 < 0   δଷଶ   

بمقارنة النتائج مع تلك التي تم الحصول عليها باستخدام طريقة المسار الحرج، نلاحظ تطابق هذه النتـائج   -
  .في الطريقتين

لها قيمة سالبة، لذلك يـتم إشـغالها بنقـل     Xଷଶمن التكاليف غير المباشرة التي تم حسابها نجد أن الخلية  -
كميات إليها بنفس الخطوات وفقا لطريقة المسار الحرج، حيث يتم رسم مسار مغلق لتحديد عـدد الوحـدات   

  :الواجب نقلها، لنحصل على الجدول التالي
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  العرض
  مراكز  مراكز الطلب

  الجزائر  عنابة  وهران  العرض
  موزاية  40  15    55

  سعيدة        45  45
  باتنة          15  5  20
  الطلب  40  30  50  120

ଵܷنختبر الحل من جديد وهذا بنفس الخطوات السابقة، ونفرض أن  - = ، ومن المعدلات سوف نحصل 0
ଵܸ                 :على النتائج التالية = 1,            ଵܷ = 0  

ଶܸ = 4,          ଶܷ = −2   
ଷܸ = 5,           ଷܷ = 4   

ولة، وذلك بحساب التكلفة غير المباشرة لكل خلية غير مشغولة حسب العلاقـة  يتم تقييم الخلايا غير المشغ -
δ୧୨:                    التالية = ௜௝ܥ − ( ௜ܷ + ௝ܸ) التكلفة غير المباشرة للخلية  

  الخلية غير المشغولة  التكلفة غير المباشرة
5 − (0 + 5) = 0 = 0   δଵଷ   

4 − (−2 + 1) = 5 > 0   δଶଵ   
7 − (−2 + 4) = 5 > 0   δଶଶ   
10 − (4 + 1) = 5 > 0   δଶଵ   

غير سالبة، فإن الجدول السابق يمثل جدول الحل الأمثل، بحيث أن التكاليف الكلية  δ୧୨بما أن كل قيم  -
  .400تساوي 

أربع أسواق، بحيث  )04(أنواع من المنتجات وتقوم بتوزيعها على  )03(مؤسسة تقوم بإنتاج  :التمرين الثالث
الوحدة الواحدة من كل منتوج إلى كل سوق، وكمية المنتجات المعروضة والمطلوبـة موضـحة   أن تكلفة نقل 

  :في الجدول التالي

  العرض
  مراكز  مراكز الطلب

4السوق   العرض 3السوق   2السوق     1السوق  
  1المنتوج   6  7  8  9  40
2المنتوج   13  10  9  3  70  

3المنتوج   9  11  4  5  90  

  الطلب  30  50  45  75  200
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 لمطلوبا:  
 .إيجاد الحل الأولي بالطرق الثلاثة - 1

 .إيجاد الحل الأمثل بطريقة التوزيع المعدل باستخدام الحل الأولي لطريقة الزاوية الشمالية الغربية - 2

  :الحل
 :بالطرق الثلاثةإيجاد الحل الأولي  - 1

 :بطريقة الزاوية الشمالية الغربيةيجاد الحل الأولي  -1- 1

 :الزاوية الشمالية الغربيةالخطوات السابقة لطريقة  بما أن العرض يساوي الطلب نتبع 

  العرض
  مراكز  مراكز الطلب

4السوق   العرض 3السوق   2السوق     1السوق  
  1المنتوج   30  10      40

2المنتوج     40  30    70  

3المنتوج       15  75  90  

  الطلب  30  50  45  75  200
  :أما التكاليف الكلية فتحسب كما يلي

MIN(Z)=(6.30)+(7.10)+(10.40)+(9.30)+(4.15)+(15.75)=1355 

 :بطريقة التكلفة الدنياإيجاد الحل الأولي  -2- 1

 :التكلفة الدنياطريقة بما أن العرض يساوي الطلب نتبع الخطوات السابقة ل

  العرض
  مراكز  مراكز الطلب

4السوق   العرض 3السوق   2السوق     1السوق  

  1المنتوج   30  10      40

2المنتوج         70  70  

3المنتوج     40  45  5  90  

  الطلب  30  50  45  75  200
  :أما التكاليف الكلية فتحسب كما يلي

MIN(Z)=(6.30)+(7.10)+(11.40)+(4.45)+(3.70) +(5.5)=985  
 :إيجاد الحل الأولي بطريقة فوجل التقريبية -3- 1
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 :وجل التقريبيةبما أن العرض يساوي الطلب نتبع الخطوات السابقة لطريقة ف

  العرض
  مراكز  مراكز الطلب

4السوق   العرض 3السوق   2السوق     1السوق  
  1المنتوج   30  10      40

2المنتوج         70  70  

3المنتوج     40  45  5  90  

  الطلب  30  50  45  75  200
  :أما التكاليف الكلية فتحسب كما يلي

MIN(Z)=(6.30)+(7.40)+(11.10)+(4.45)+(3.70)+(5.5)=985 

 :باستخدام الحل الأولي لطريقة الزاوية الشمالية الغربية إيجاد الحل الأمثل بطريقة التوزيع المعدل - 2

ଵܷ = 0,    ଶܷ = 3,    ଷܷ = −2  

ଵܸ = 6,     ଶܸ = 7,     ଷܸ = 6,    ସܸ = 7  

δ୧୨ :بالعلاقة التالية أو غير المشغولة بحث عن الخانات الفارغة ن = ௜௝ܥ − ( ௜ܷ + ௝ܸ)  

  الخلية غير المشغولة  التكلفة غير المباشرة
8 − (0 + 6)  = 2 > 0   δଵଷ   
9 − (0 + 7) = 2 > 0   δଵସ  

9 − (0 + 7) = 4 > 0   δଶଵ   
3 − (3 + 7) = −7 < 0   δଶସ  

9 − (−2 + 6) = 5 > 0   δଷଵ   
11 − (−2 + 7) = 6 > 0   δଷଶ   

  :م إشغالها كما في الجدول التالي، وقد تδଶସالخلية التي لها قيمة سالبة هي 

  العرض
  مراكز  مراكز الطلب

4السوق   العرض 3السوق   2السوق     1السوق  
  1المنتوج   30  10      40

2المنتوج     40    30  70  

3المنتوج       45  45  90  

  الطلب  30  50  45  75  200
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  :أما التكاليف الكلية فتحسب كما يلي
MIN(Z)=(6.30)+(7.10)+(10.40)+(3.30)+(4.45)+(5.45)=1145  

   :لاختبار أمثلية الحل للجدول السابق يتم ذلك كما يلي

ଵܷ = 0,    ଶܷ = 3,    ଷܷ = 5  

ଵܸ = 6,     ଶܸ = 7,     ଷܸ = −1,    ସܸ = 0   

δ୧୨ :بالعلاقة التالية أو غير المشغولة بحث عن الخانات الفارغة ن = ௜௝ܥ − ( ௜ܷ + ௝ܸ) 
  الخلية غير المشغولة  التكلفة غير المباشرة

8 − (0 − 1)  = 9 > 0   δଵଷ   
9 − (0 + 0) = 9 > 0   δଵସ  

13 − (3 + 6) = 4 > 0   δଶଵ   
9 − (3 − 1) = 7 > 0   δଶଷ  

9 − (5 + 6) = −2 < 0   δଷଵ   
11 − (5 + 7) = −1 < 0   δଷଶ   

  :ل التاليوقد تم إشغالها كما في الجدو هي  أكبر قيمة سالبة δଷଵإن الخلية 

  العرض
  مراكز  مراكز الطلب

4السوق   العرض 3السوق   2السوق     1السوق  
  1المنتوج     10      40

2المنتوج     40    60  70  

3المنتوج   30  40  45  15  90  

  الطلب  30  50  45  75  200
  :أما التكاليف الكلية فتحسب كما يلي

MIN(Z)=(9.30)+(7.40)+(10.10)+(9.30)+(4.45)+(5.15)=1085  
   :لاختبار أمثلية الحل للجدول السابق يتم ذلك كما يلي

ଵܷ = 0,    ଶܷ = 3,    ଷܷ = 4  

ଵܸ = 6,     ଶܸ = 7,     ଷܸ = 0,    ସܸ = 1   

δ୧୨ :بالعلاقة التالية أو غير المشغولة بحث عن الخانات الفارغة ن = ௜௝ܥ − ( ௜ܷ + ௝ܸ)  
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  الخلية غير المشغولة  غير المباشرةالتكلفة 
6 − (0 + 6) = 0 = 0   δଵଵ   
8 − (0 + 0) = 8 > 0   δଵଷ  

9 − (0 + 1) = 8 > 0   δଵସ   
13 − (3 + 6) = 4 > 0   δଶଵ  

9 − (3 + 0) = 6 > 0   δଶଷ   
11 − (4 + 7) = 0 = 0   δଷଶ   

 ـ   ل الأمثـل  إن التكلفة غير المباشرة للخلايا الفارغة هي أرقام موجبة، وعليه فإن الجدول الأخيـر هـو الح
  .1085والتكاليف هي 

VII. تمارين غير محلولة  
، ويوزع على أربـع أسـواق،    A , B, Cتقوم مؤسسة بإنتاج منتوج معين في ثلاث مصانع : التمرين الأول

  :والجدول التالي يبين الكميات المعروضة والمطلوبة وتكلفة نقل الوحدة الواحدة

  العرض
  مراكز  مراكز الطلب

4السوق   العرض 3 السوق  2السوق     1السوق  
  Aالمصنع   10  0  20  11  15
25  20  9  7  12  B  المصنع  

5  18  16  14  0  C  المصنع  

  الطلب  5  15  15  10  45
 المطلوب:  
 .إيجاد الحل الأولي بالطرق الثلاثة المعروفة - 1

 .إيجاد الحل الأمثل بالطريقتين المعروفتين - 2
 

مصانع، ويتم توزيع إنتاجهـا علـى أربعـة أسـواق     لدى إحدى المؤسسات الصناعية ثلاث  :التمرين الثاني
على التوالي، وأن الكميـات المطلوبـة فـي     140، 120، 100: رئيسية، إذا علمت أن إنتاج كل مصنع هو

على التوالي، وأن تكاليف نقل الوحدة الواحدة من كل مصنع إلـى   50، 50، 130، 70 :الأسواق الأربعة هي
  :كل سوق موضحة في الجدول التالي
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  مراكز  مراكز الطلب
4السوق   العرض 3السوق   2السوق     1السوق  

  1المصنع   10  0  20  11
المصنع  2  12  7  9  20  

المصنع  3  0  14  16  18  

 المطلوب:  
 .إيجاد الحل الأولي بطريقة الزاوية الشمالية الغربية - 1

 .إيجاد الحل الأمثل بطريقة التوزيع المعدل - 2
 

تاج الملابس في ثلاث مصانع بتوزيعها على ثلاثة مدن مختلفة، حجم تقوم مؤسسة لإن :التمرين الثالث
نقل الوحدة الواحدة من كل مصنع إلى  الملابس المنتجة في كل مصنع والمطلوبة في كل مدينة، وكذا تكلفة

  :كل مدينة موضحة في الجدول التالي

  العرض
  مراكز  مراكز الطلب

3المدينة   العرض 2المدينة     1المدينة  

  1المصنع   5  1  8  12

المصنع  2  2  4  0  14  

المصنع  3  3  6  7  4  

  الطلب  9  10  11  30
 المطلوب:  
 .إيجاد الحل الأولي بطريقة فوجل التقريبية - 1

 .إيجاد الحل الأمثل بطريقة المسار الحرج - 2
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نجد في الواقع  ذكرنا في المحاور السابقة أن الكثير من العلاقات الاقتصادية تأخذ صيغة خطية، ولكن لقد    
علاقات تأخذ صيغة غير خطية قد تكون خطية حرة لا قيود عليها، أو قد تكون مقيدة بشروط معينة وتسـمى  

والتѧي یرمѧز لھѧا اختصѧارا بѧـ ) Nonlinear Programing(بالدوال غير الخطية أو البـرامج غيـر الخطيـة    
(NLP). 

I.  الخطيةغير مفهوم البرمجة  
البرنامج غير الخطي هو البرنامج الرياضي بشكله العام حيث تكون دالة الهدف  أو البرمجة غير الخطية     

أو القيود أو كلاهما غير خطية، ويعتقد أن أكثر الطرق شيوعا لحل البرنامج غير الخطي هـي طريقـة دوال   
طريقـة  الجزاء والحد التكرارية، ويعتبر البرنامج غير الخطي أصعب أنواع البرمجة حيث لم يتفق على أمثل 

البـرامج غيـر   : ث أنواع أساسية، وتنقسم البرامج غير الخطية إلى ثلالحل هذا النوع من البرامج الرياضية
البرامج التي تتبدل فيها المتغيرات في دالة الهدف دون أي شـروط   وهي (Unconstrained NLP)المقيدة 

تتضمن محددات على التغيرات التي التي البرامج  وهي (Constrained NLP)أو محددات، البرامج المقيدة 
 وهـي   (Quadratic Programming)تحدث في المتغيرات الواردة فيها، إضافة إلـى البـرامج التربيعيـة    

  .البرامج التي تكون فيها دالة الهدف من الدرجة الثانية ومثقلة بمحددات متباينة خطية

II. أمثلية المتغير المفـرد   -البرمجة غير الخطيةNonlinear Programing : Single-Variable 
Optimization                                                                                                                                        

 :البرنامج غير الخطي غير المقيد، للمتغير المفرد يأخذ الصيغة إن
ــة                                    ݖ         :أمثلي = )                  1......(.................................(ݔ)݂

) تعظيم أو تصغير(، ويكون البحث عن الأمثلية ݔفي المتغير المفرد ) غير خطية(تكون دالة  (ݔ)݂حيث أن 
          :            فإن المسألة تصبح ،[a,b]وإذا كان البحث مقيدا في فترة محددة أقل ). +∞،-∞(في الفترة غير المحددة 

ݖ     :    أمثلية                                    =   )2....(...................................(ݔ)݂

ܽ    :   علما بأن                                    ≤ ݔ ≤ ܾ  
  .الذي يعتبر برنامجا مقيدا لمتغير واحدو 

  مدخل للبرمجة غير الخطية: المحور السابع
Introduction To Nonlinear Programming 
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أو (حد أدنى محلي  (ݔ)݂للدالة الهدفية : Local And Global Optimaالأمثلية المحلية والشاملة  -1
(ݔ)݂بحيث أن  ଴ݔذات مركز عند ) صغيرة(إذا وجدت فترة  ଴ݔعند ) نسبي ≥ هذه  في ݔلكل قيم  (଴ݔ)݂

(ݔ)݂إذا كانت . الفترة التي تحدد فيها الدالة ≥ التي تحدد فيها الدالة، فيكون الحد الأدنى  ݔلكل قيم  (଴ݔ)݂
تعرف الحدود الأعلى المحلية أو الشاملة بالتماثل  ،)أو مطلقا(حدا أدنى شاملا ) بجانب كونه محليا( ଴ݔعند 

  .بمعرفة المتباينات المعكوسة
، ଶaݔ، ، ସݔفقط، ولها حد أدنى نسبي عند  b]-[aتحدد على  )01(الدالة المرسومة في الشكل  :)01(مثال 

  .ଵݔ، b؛ وحد أعلى شامل عند ଶݔوحد أدنى شامل عند  ଷݔ  ،ଵݔ، bوحد أعلى نسبي عند 
  

  
لى الحد الذي يبحـث فيـه عـن    أيضا، إ )2(عن أمثلية شاملة، وكذلك البرنامج  )1(يبحث البرنامج  بحيث  

ولكـن   [a-b]فرض الدالة الهدفية قيما أفضل خـارج  تومن الممكن أن  [a-b]أفضل أمثلية محلية في الفترة 
  .هذا خارج الاهتمام

 :ما يلييالنظريات فهذه تتمثل  :Results From Calculusنظريات حول التفاضل والتكامل  -2
كلا من (يكون لها أمثلية شاملة  (ݔ)݂فإن  [a-b]لة والمحددة مستمرة في الفترة المقف (ݔ)݂إذا كانت  -

 .على هذه الفترة) التعظيم والتصغير
قابلة للتفاضل في جزء الفترة ذات المركز عند  (ݔ)݂، إذا كانت ଴ݔأمثلية محلية عند  (ݔ)݂إذا كانت  -

(଴ݔ)ᇱ݂فإن  ଴ݔ = 0. 
، وإذا كانت بدلا من ଴ݔفي جزء الفترة ذات المركز عند  يمكن تفاضلها مرتين (ݔ)݂إذا كانت  -

݂ᇱ(ݔ଴) = 0  ،݂ᇱᇱ(ݔ଴) <   .଴ݔيكون لها حدا أعلى محلي عند   (ݔ)݂، فإن  0

 )01(الشكل 
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فإن الأمثلية المحلية والشاملة  [a-b]متصلة في الفترة  (ݔ)݂ويتبع من النظريتين الأوليتين أنه إذا كانت     
(ݔ)ᇱ݂ط حيث اأو بين النق (ݔ)ᇱ݂ط التي لا تتواجد فيها ان النقتحدث بي) 2(للبرنامج  = وغالبا ما ( 0
ݔط النهائية اأو بين النق) ط الساكنة أو الحرجةاتسمى بالنق = ݔ، ܽ = ܾ.  

تبار، غير مقيد بفترة مغلقة ومحددة، فإنه لا توجد نقط نهائية للأخذ في عين الاع) 1(وحيث أن البرنامج    
تقارن بالقيم  (ݔ)ᇱ݂ط التي لا توجد فيها اط الساكنة وعند النقاوبدلا من ذلك، فإن قيم الدالة الهدفية عند النق

ݔعندما  (ݔ)݂النهائية لـ  → (ݔ)݂)اعتبر (ث ألا توجد أي نهاية منهما دوقد يح ∞± = sin ، ولكن ݔ
الأكبر لبرنامج تعظيم، ( (ݔ)݂وأدت إلى أفضل قيمة  ،))كنهاية(( ∞±إذا وجدت أي من النهايتين وقبلنا 

وإذا حدثت أفضل قيمة عند إحدى  ،لا توجد (ݔ)݂فإن الأمثلية الشاملة لـ  ،)والأصغر لبرنامج تصغير
  .أفضل قيمة هذه تكون أمثلية شاملةط المحددة فإن االنق
من الناحية العملية فإن : Sequential-Search Techniques) التسلسلي(أساليب البحث التتابعي  -3

إما لأن الدالة الهدفية تكون غير معروفة حسابيا، فيكون  ،تحديد الأمثلية بالتفاضل والتكامل يكون غير مثمر
في هذه الحالات تستخدم الطرق و ،ط الساكنة لا يمكن الحصول عليها جبريااالتفاضل مستحيلا، أو أن النق

  .ة في حدود تفاوتات مقبولةالعددية لتقريب مكان الأمثلية المحلي
تبدأ أساليب البحث التتابعي بفترة محددة يفترض أن تكون فيها الدالة الهدفية ذات نموذج أحادي، بمعنى و    

يكون لها حد أدنى، أو حد أعلى محلي،  (ݔ)݂أن هذه الفترة يفترض أن تحتوي على نقطة واحدة فقط عندها 
رة حول القيمة المثلى المحلية، حتى تضيق القيمة المثلى داخل حدود مقبولة، ثم تقلل هذه الأساليب بانتظام الفت

ط مختارة، ثم استخدام خاصية النموذج الأحادي اوهذا التقليص يتأثر بالتقييم المتتابع للدالة الهدفية عند نق
  .لحذف أجزاء من الفترة الحالية

إذا عرف حد أدنى محلي ليكون ، ଵݔ، ଶݔط اققيم الدالة الهدفية عند الن )20(يعرض الشكل  :)02(مثال 
 (ݔ)݂، لذلك فإن ଶݔفإن هذا الحد الأدنى يجب أن يكون إلى اليسار من  [a-b]الطرف الوحيد في الفترة 

 ،تبدأ في الزيادة حول هذه النقطة، وبخاصية النموذج الأحادي، يجب أن تستمر في الزيادة لجهة اليمين منها
ଶݔ] الفترةومن ثم جزء  − b] يمكن حذفه.  

فإنه يجب أن يكون على اليمين من  [a-b]وإذا كان الحد الأعلى المحلي هو الطرف الوحيد في الفترة     
ଵܽ]، ويمكن حذف جزء الفترة ଵݔ −   .[ଵݔ
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  :ية في الأجزاء الثلاثة الآتيةيمكن اعتبار البحوث التتابعية النوعو  
أربـاع،  تقسم الفترة تحت الاعتبار إلـى  : Three-Point Interval Searchط ابحث فترة الثلاث نق -

ط الداخلية على مسافات متساوية، وتحدد النقطة الداخلية التي تـؤدي إلـى   اوتقيم الدالة الهدفية عند الثلاث نق
، ويحل جزء الفترة التي مركزها عنـد هـذه   )طار إحدى النقيااختيتم في حالة الاشتراك (أفضل قيمة للهدف 

أنماط ممكنة من العينات بما فيها المشتركة، يمثل  10وتوجد  ،النقطة، والمتكونة من ربعين من الفترة الحالية
  .)03(أحدها في الشكل 

ل إلى تفـاوت محـدد   ط هو أكفأ طريقة بحث على مسافات متساوية بالنسبة للوصواوبحث فترة الثلاث نق    
  .وهو أيضا أحد أسهل البحوث التتابعية لاستخدام الحاسبات ،مسبقا بأقل عدد من تقييمات الدوال

 {௡ܨ}= {…,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55}ع فيبوناكسيمثل تتاب: Fibonacci Searchبحث فيبوناكس  -
تتابع بإضـافة العـددين السـابقين،     د أكفأ أساليب البحث التتابعي، ويتم الحصول على كل عدد فيأساس أح

  .1الذين يكونان  ଴ܨ، ଵܨباستثناء العددين الأوليين، 
௡߳ܨينشأ بحث فيبوناكس بتجديد أصغر عدد فيبوناكسي يحقق      ≥ هي تفاوت محـدد   ߳ن أ، حيث ܽ      ܾ

′߳الفترة الأصلية، كون  [a-b]مسبقا، و ≡ (ܾ − ن الأولتان في البحث إلـى الـداخل   تقع النقطتا.  ௡ܨ/(ܽ
ويمكن أخـذ   ،௡ܨهو عدد فيبوناكس الذي يسبق  ௡ିଵܨن أحيث  ،[a-b]ط النهاية اوحدة من نق ௡ିଵఢᇱܨعدد 

݆)௝ఢᇲܨط الأخرى في الاعتبار واحدة بواحدة، وتوضع إلى الـداخل عـدد   االنق = ܰ − 2,ܰ − 3, … ,2) 

 ଷݔ ଶݔ ଵݔ

تبقى إذا كان البحث 
 عن حد أعلى

تبقى إذا كان البحث 
 عن حد أدنى

 ଶݔ
ܾ ܽ  ଵݔ

احذف هذه الفترة 
إذا كان البحث عن 

  حد أعلى محلي

احذف هذه الفترة 
إذا كان البحث عن 

  حد أدنى محلي

  (ଶݔ) ݂,ଶݔ

  (ଵݔ) ݂,ଵݔ

 )03(الشكل  )02(الشكل 
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لاحظ أنه بطريقة فيبوناكس يمكن مقدما تحديـد عـدد تقييمـات    ن ،لفترة الحاليةنقطة نهاية ل وحدة من أحدث
  .وأكثر من ذلك، هذا العدد لا يعتمد على الدالة الخاصة أحادية النموذج ،الدوال المطلوبة لتحقيق دقة معينة

 يبنى بحث فيبوناكس القريب مـن الكفـاءة علـى   : Golden-Mean Searchالذهبي  بحث المتوسط -
(√5 − 1) ⁄= 0.6180 وتقع النقطتان الأولتان للبحث علـى مسـافة    ،الذي يعرف بالمتوسط الذهبي  .…

)0.6180)(b-a (ط النهائية للفترة الأولية اوحدة إلى الداخل، من النق[a-b]، ط المثالية التالية في اوتؤخذ النق
نقطة نهائية للفتـرة الحاليـة،    أحدثوحدة، من  ௜0,6180ܮالاعتبار، واحدة بعد أخرى، وتوضع إلى الداخل 

  .تدل على طول هذه الفترة௜ܮ  حيث
تضمن طرق البحث تقريب القيم المثلى الشاملة في فترة البحث  :Convex Functionsالمقعرة  الدوال -

ما إذا كانت الدالـة الهدفيـة أحاديـة     ةعرفوعمليا لا يمكن م ،دفية أحادية النموذجفقط، عندما تكون الدالة اله
كشف القيمـة  الة، فإنه ليس من المؤكد أنها ستوعند تطبيق طريقة البحث في هذه الح ،لنموذج في فترة محددةا

  .ويستثنى من ذلك البرامج التي تحتوي على دوال هدفية محدبة أو مقعرة ،المثلى الشاملة المطلوبة
ولكـل   φفـي   ଵݔ ، ଶݔالنقطتانإذا كانت ) محددة أو غير محددة( φمقعرة في الفترة  f(x)تكون الدالة     

0 ≤ α ≤ 1   
ଵݔߙ)݂..……...……(3) + (1 − (ଶݔ(ߙ ≤ (ଵݔ)݂ߙ + (1 −   (ଶݔ)݂(ߙ

تكون محدبة، لذلك فالقيمة السالبة للدالة المقعـرة   f(x)تتحقق بمعكوس المتباينة، فإن  )3( العلاقة إذا كانت   
سم الدالة المقعرة، وبالتحديد الخصائص الهندسية للرسـم،  ر )4(شكل اليبين و ،تكون محدبة، والعكس صحيح

 .والدوال المحدبة أو المقعرة تكون أحادية النموذج ،فإن المنحنى يقع على أو فوق أحد ممساته
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  :نظريات
(ݔ)′′݂إذا كانـت فقـط    φ تكون مقعرة في (ݔ)݂، فإن φ  تفاضل مرتين في(ݔ)݂  إذا كانت  - ≥ 0 

(ݔ)′′݂، وتكون محدبة إذا كانت فقط φفي  xلكل قيم  ≤   .φفي  xلكل قيم  0
وإذا  ،φ يكون حدا أدنـى شـاملا فـي     φ ، فإن أي حد أدنى محلي في φ مقعرة في(ݔ)݂  إذا كانت  -

  .φ يكون حدا أعلى في  φ ، فإن أي حد محلي في φ محدبة في  (ݔ)݂كانت 
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  )04(الشكل 

 
III. أمثلية متعدد المتغيرات بدون قيود-البرمجة غير الخطية: Nonlinear Programming              

           Multivariable Optimization without Contraints                                   
  : البرنامج غير الخطي غير المقيد لأكثر من متغير يأخذ الصيغة التاليةإن 

ܺحيث أن              z=f(x)   أمثلية               = ,ଵݔ] ,ଶݔ … ,   )௡]ఛ..........................)1ݔ
فـي جميـع    لتكـون تعظيمـا   ، ويكون البحث عن الأمثليةxدالة غير خطية لأكثر من متغير  f(x)حيث أن 

,∞المراحل وفي الفترة غير المقيدة   f(x)، وتنطبق جميع النتائج على برامج التصغير إذا اسـتبدلت  )-(∞+

  .f(x)-بـ 
ϵ( إذا كان: Local And Global Maximaالحدود العظمى المحلية والشاملة  -1 > ، هـو  ොݔحول ) 0

  :نبحيث أ xمجموعة كل المتجهات 
ݔ) − ݔ)்(ොݔ − (ොݔ = ଵݔ) − ଶݔ)ොଵ)ଶݔ − ොଶ)ଶݔ + ⋯+ ௡ݔ) − ො௡)ଶݔ ≤ ߳ଶ   

 ϵ  رهـا والحدود لكرة متعددة الأبعـاد نصـف قط  هو المداخل  ොݔحول  ϵبالتعبير بالهندسة التحليلية، يكون   
  . ොݔومركزها 

(ݔ)݂بحيث إن  ොݔحول  ϵإذا وجد  ොݔلها حد أعلى محلي عند  f(x)والدالة الهدفية      ≤  xلكل قـيم   (ොݔ)݂
يكون  (ݔ)݂، فإن )ليس المهم القيمة نفسها( ϵوإذا تحقق الشرط لكل قيمة موجبة  ،الذي تحدد فيه الدالة ϵفي 

  .ොݔ لها حدا أعلى شامل عند
المتجـه المتـدرج   : Gradient Vector And Hessian Matrixالمتجه المتدرج ومصفوفة هسى  -2

,ଶݔ,ଵݔ)݂المرتبط بالدالة  ݂∇ …   :الذي تعرف له المشتقة الجزئية الأولى (௡ݔ,
∇݂ = [ ఋ௙

ఋ௫భ
, ఋ௙
ఋ௫మ

, … , ఋ௙
ఋ௫೙

]்   
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في الاتجاهات المختلفة، واتجـاه أعلـى    ොݔلأي إزاحة صغيرة من  ොݔتدرج عند يحقق قيمة ال ොݔ|݂∇والتعبير 
  .ොݔ|݂∇هو اتجاه المتجه  f(x)زيادة في 

,ଶݔ,ଵݔ)݂ : إذا كان لدينا :)03(مثال  (ଷݔ = 2ݔ3
ଶݔ1 − 2ݔ

ݔ3
3
ොݔ  مع   3 = [1,2,3]்   

∇݂ = ቎
ଵ௫మݔ6

ଵଶݔ3 − ଷଷݔଶݔ2

ଷଶݔଷଶݔ3−
቏   

  

ݔ|݂∇ :                     نحيث أ =  ቎
6(1)(2)

3(1)ଶ − 2(2)(3)ଷ

−3(2)ଶ(3)ଶ
቏ = ൥

12
−105
−108

൩  

المرتبطة  ومصفوفة هسى، ்[108−,105−,12]، تزيد الدالة بسرعة في الاتجاه ்[1,2,3]لذلك، عند    
,ଶݔ,ଵݔ)݂بالدالة  …   :التي لها مشتقة جزئية ثانية تكون (௡ݔ,

௙ܪ =  ቂ డమ௙
డ௫೔డ௫೔

ቃ (݅, ݆ = 1,2, … ,݊)  
ن بحيـث أ (   A   n×nالمصفوفة المتماثلـة  حيث أن ، ොݔعند  يحقق قيمة المصفوفة هسى ௙|௑෠ܪوالتعبير   

A= لكل متجه ذي أبعاد ) غير موجبة(سالبة  ܺܣ்ܺذا كانت إ) سالبة نصف مؤكدة(تكون سالبة مؤكدة ) ்ܣ
n    X≠0.  
  
  
  
  
  
  
  

  :لتكن الدالة التالية ):04(مثال 

௙ܪ = ቎
ଶݔ6 ଵݔ6 0
ଵݔ6 ଷଷݔ2− ଷଶݔଶݔ6−

0 ଷଶݔଶݔ6− ଷݔଷଶݔ6−
቏   

௙|௑෠ܪ                              :حيث = ൥
12 6 0
6 −54 −108
0 −108 −72

൩   

  :نظرية
ܣ ن لتك =   :حدد المحدداتنو n×nمصفوفة متماثلة ௜௝൧ܣൣ

ଵܣ = [ܽଵଵ]     ܣଶ = −ቂ
ܽଵଵ ܽଵଶ
ܽଶଵ ܽଶଶቃ ଷܣ      = + ቈ

ܽଵଵ   ܽଵଶ    
ܽଶଵ ܽଶଶ

    ܽଵଷ
    ܽଶଷ

ܽଷଵ   ܽଷଶ   ܽଷଷ
቉ ௡ܣ      = (−1)௡ିଵ det A  

 
ଶܣଵܣسالبة مؤكدة إذا كانت فقط  Aفتكون    سالبة نصف مؤكدة إذا كانـت   Aكلها سالبة، وتكون  ௡ܣ…

ଶܣଵܣ )r<n(فقط،    .ة تكون صفريةالباقي Aكلها سالبة، وعناصر  ௡ܣ…
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௙|௑෠ܪ : لـ ௜ܣ    = 12 >   .෠ܺلا تكون سالبة مؤكدة أو حتى سالبة نصف مؤكدة عند  ௙ܪن بحيث أ 0
   :Results From Calculus التفاضل والتكامل حول نظريات - 3

وحـد أدنـى شـامل    (شامل يكون لها حد أعلى  f(x)منطقة محددة مغلقة، فإن متصلة في  f(x)إذا كانت  -
 .في هذه المنطقة) أيضا

حـول   ϵتوجد في بعض  ݂∇، وإذا كانت ∗ݔعند ) أو حد أدنى محلي(لها حد أعلى محلي  f(x)إذا كانت  -
∗ݔ|݂∇، فإن ∗ݔ = 0. 

∗ݔ|݂∇، وإذا كانت ∗ݔحول  ϵلها مشتقة جزئية ثانية في  f(x)إذا كانت  - = لبة مؤكـدة،  سا ∗௙|௫ܪ،  0
  .∗ݔيكون لها حد أعلى محلي عند  f(x)فإن 

ط التي لا توجد امتصلة، ويفرض الحد الأعلى الشامل لها بين هذه النق f(x)أن  السابقةيتبع من النظريات  -
݂∇عندها  = ்ܺܺ، إلا إذا فرضت الدالة قيما أكبـر مثـل   )ط الساكنةاالنق( 0 → فـي الحالـة    ،∞+

  . د أعلى شاملالأخيرة لا يوجد ح
متغيرات، متعددة المن الصعب الحصول عليها للبرامج والحلول التحليلية المبنية على التفاضل والتكامل       

مفردة المتغيرات، لذلك مرة أخرى، تستخدم الطرق العددية لتقريـب الحـدود العليـا    عنها في حالة البرامج 
 :ليوالمتمثلة فيما ي في حدود تفاوت موصف) المحلية(

، ଴ݔر متجهـا أوليـا   يـا اخت يتم :The Method Of Steepest Ascentطريقة أقصى ميل صعود  -1
 ـحديـتم ت من أي معلومة سابقة لمعرفة أين يجب أن يوجد الحد الأعلى الشامل المطلوب، ثـم   ةداستفلاوا د ي

ଷݔ ଶݔ ଵݔالمتجهات    :بالعلاقة التكرارية …
௞ାଵݔ = ௞ݔ + ʎ ௞∗∇݂|ݔ௞................................)2(  

௞ݔ)݂تكون كمية قياسية موجبة تعظم  ∗ʎ ௞وهنا     + ʎ∇݂|ݔ௞)     ويحل هذا البرنـامج ذو المتغيـر المفـرد
 حدا أعلى شاملا، ومع ذلك فإن الحد الأعلـى المحلـي   ∗ʎ ௞، ويكون الأفضل إذا مثلتالمذكورة سابقاطرق الب

متتاليين أصغر مـن   xوتنتهي عملية التكرار حينما يكون الفرق بين قيم الدالة الهدفية عند متجهين  ،يقوم بذلك
  .∗ݔهو التقريب النهائي لـ  xتفاوت موصف، ويصبح آخر متجه محسوب لـ 

كمـا   ଴ݔر متجها ابتـدائيا  يااختيتم  :The Newton-Raphson Methodرافسون  -طريقة نيوتن -2
ଷݔ ଶݔ ଵݔدد المتجهات تح ،ي طريقة أقصى ميل صعودف  :    بالتكرار بواسطة …

௞ାଵݔ                                     = ௞ݔ −   )௞).............................3ݔ|݂∇ଵି(௞ݔ|௙ܪ)
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رافسـون إلـى الحـد    -تقرب طريقة نيوتنوفسها كما في طريقة أقصى ميل صعود، وقاعدة الإيقاف هي ن   
 .ϵفي تقع  ଴ݔوإذا كانت  ،حول الحد الأعلى ϵسالبة مؤكدة في بعض  ௙ܪالأعلى المحلي إذا كانت 

  
  
  
 
  
هذه الطريقة ذات ثمانيـة خطـوات، تبـدأ     :The Fletcher-Powell Methodبوبل -طريقة فلتشر - 3

 فإن كلا مـن   ،مساوية للمصفوفة الأحادية Gمصفوفة  n×nوإنشاء  ϵ، وتحديد التفاوت ොݔباختيار متجه أولي 
G    ݔො  تعدل باستمرار حتى يكون الاختلاف بين قيمتين للدالة الهدفية أقل منϵ،   حيث تؤخذ القيمة الأخيـرة

  .∗ݔ، كـ ොݔمن 

αيم يقت :الأولىالخطوة  - = ܤ، (ොݔ)݂ =  ොݔ|݂∆ 
ʎ ديحدت :الثانيةالخطوة  -

)fيث إن بح ∗ ෠ܺ + ʎGB)     تكون حـدا أعلـى، حيـثʎ = ʎ
 ثـم انشـاء  ،  ∗

D=ʎ
∗
 ܤܩ

෠ܺجعل  :الثالثةالخطوة  - +   .෠ܺكقيمة معدلة من  ܦ
βب احس :الرابعةالخطوة  - = −βإذا كانـت   ෠ܺللقيمة المعدلة من  (ොݔ)݂ α <  ـ  ،߳ إلـى   باذهثـم ال

  .ة السادسةالخطو ب إلىاذهوإذا لم تكن كذلك يتم ال ،سةالخطوة الخام
෠ܺ انشاء: الخامسةالخطوة  - = (∗ݔ)݂،  ∗ܺ =   .توقفالثم  ،ߚ
ܥيم تقي :السادسةالخطوة  - = ܻ وانشاء ،෠ܺللمتجه المعدل  ොݔ|݂∆  = ܤ  −  ܥ
 n×nب المصفوفات احس :السابعةالخطوة  -

L = ቀ ଵ
ୈ౐ଢ଼

ቁDD୘      و        M = ቀ ିଵ
ଢ଼౐ୋଢ଼

ቁGYY୘G  

مسـاوية   ߚ، Bمساوية القيمة الحالية من  α اءنشوا Gكقيمة معدلة في  G+L+Mجعل  :الثامنةالخطوة  -
 .الثانيةع إلى الخطوة ورجل، واCالقيمة الحالية من 

هذه الطريقة هي طريقة بحث مباشـرة،   :Hooke-Jeeves Pattern Searchجيف -بحث نمط هوك -4
تبـدأ   ،وكذلك تحركات نمط، والتي تعجل البحـث  تستخدم التحركات الاستكشافية، والتي تحدد اتجاها مناسبا،

Bالطريقة باختيار متجه أولي  = [ܾଵ, ܾଶ, … , ܾ௡]ఛ  وخطوة حجمها ،h. 

 :حظةملا
صحيحة، فإن الطريقة يمكن أن  ଴ݔتوجد وسالبة مؤكدة، إذا لم تختر   ௙ିଵܪسالبة مؤكدة،  ௙ܪإذا كانت   

وفي أي حالة تنتهي العملية التكرارية وتبـدأ مـن    ،تقرب إلى حد أدنى محلي أو قد لا تقرب على الإطلاق
  .جديد بتقريب أولي أفضل
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 ℎ±، وبالتـالي بواسـطة   Bبالتشويش على عناصر  Bتتم التحركات الاستكشافية حول  :الخطوة الأولى -
دالة الهدفية بعد القيمة الحالية، فإن القيمـة الابتدائيـة   قيمة ال) زيادة(وحدة، إذا أدى هذا التشويش إلى تحسين 

، وهي القيمة المشوشة لهذا العنصر تبقى كما هي، وإلا تحفظ القيمة الأصلية للعنصر، وبعـد اختبـار   (ܤ)݂
ب إلى الخطوة الثانيـة، وإلا إلـى الخطـوة    اذه، يتم الC=B، إذا كان Cكل عنصر فإن المتجه الناتج يسمى 

 .الثالثة
وأعيدت الخطوة الأولى،  hإذا اختصرت  hهو موقع الحد الأعلى إلى داخل التفاوت  B: لخطوة الثانيةا -

∗Xأو انتهى البحث عند  = B. 
Tحركة نمط للمتجه الوقتي  ةعاصن :الخطوة الثالثـة  - = 2C − B )ل إلى وصالوT  بالتحرك منB  إلى
C والاستمرار حتى مسافة مساوية في نفس الاتجاه.( 
الموضحة فـي الخطـوة    Bمماثلة للتحركات حول  Tتحركات استكشافية حول  ةعاصن: الرابعةالخطوة  -

S، إذا كانت Sتسمية المتجه الناتج الأولى، ثم  = Tب إلى الخطوة الخامسـة، وإلا إلـى الخطـوة    اذه، ثم ال
 .السادسة

B انشاء :الخطوة الخامسة - = Cع إلى الخطوة الأولىورجل، وا. 
C اءانش: الخطوة السادسة - = S ،B = Cع إلى الخطوة الثالثةورجل، وا. 
جيف عندما لا يـؤدي أي  -ينتهي بحث هوك : A Modified Pattern Searchبحث النمط المعدل  -5

إلى تحسين في الدالة الهدفية، وفي بعض الحالات تحدث هذه النهاية قبل وقتها، ذلـك أن   Bتشويش لعناصر 
ويمكـن أن   ،وقت واحد قد تؤدي إلى تحسين في الدالة الهدفية هذه التشويشات لاثنين أو أكثر من العناصر في
  :كما يلي الثانيةتتضمن الطريقة تشويشات آنية بتعديل الخطوة 

باعتبـار كـل التشويشـات     Bعلى سطح المكعب الزائد ذي المركـز  يذ بحث موسعنفت :الثانيةالخطوة  -
3௡، يوجـد  nذي عناصـر   لمتجـه  k  1 0 1-=: نوحدة، حيـث أ  khبواسطة  Bالممكنة لعناصر  − 1 
،  Bالمتجـه المحسـن مسـاويا     اء البحث الموسع، وانشاءإنهيتم وبمجرد تحقيق التحسن،  ،تشويشا للاعتبار

هي موقع الحد الأعلى في داخل التفـاوت   Bوإذا لم يتحقق أي تحسن، فتكون  ،الأولىع إلى الخطوة ورجلوا
h،  إما تختصرh  ܺتهي البحث عند  ، أو ينالأولىوتكرر الخطوة∗ =   . ܤ
تبـدأ كـل طريقـة عدديـة     :  Of  An Initial Approximation  Choiceالأولىاختيار التقريب  -6

بتقريب أول إلى الحد الأعلى المطلوب، ويكون هذا التقريب في بعض الأحيان ظاهرا من النواحي الطبيعيـة  
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، ثـم  xلأرقام العشوائية لإيجاد قيم مختلفة لــ وفي حالات أخرى يستخدم أحد مولدي ا ،أو الهندسية للمسألة
ب التي تعطى أفضل قيمة للدالة الهدفية كتقري x، وتؤخذ قيمة xلكل قيمة مختارة عشوائيا لــ  (ݔ)݂تحسب 

ائية هذه تتضمن تخمينا أوليا لموقع أوليا لموقع الحد الأعلى، وعلى ذلك فإن أولى، وحتى طريقة العينات العش
  . وائية يجب أن تراجع بحيث تقع في فترة ثابتةالأعداد العش

إن أي طريقة عددية لا يوجد ضمان بأنها ستكشف عن أعلى :  Concave Functionsالدوال المحدبة -7
حد شامل، فقد تقترب من الحد الأعلى المحلى، أو أسوأ من ذلك، قد لا تقترب بـالمرة وتسـتثنى مـن ذلـك     

  .البرامج التي لها دوال هدفية محدبة
10 ، ولكل قيمRفي  ଵݔ  ଶݔإذا كان للمتجهين  Rرة في منطقة مقعرة مقع (ݔ)݂كون الدالة ت   ≤ ߙ ≤   

ଵݔߙ)݂..…..…………………… + (1 − (ଶݔ(ߙ ≤ (ଵݔ)݂ߙ + (1 −   )4((ଶݔ)݂(ߙ

قـد تكـون    Rفـي  إذا كانت فقط قيمتها السلبية مقعرة  Rتكون الدالة محدبة في  )3( العلاقة بالمقارنة مع  
 .محدودة أو غير محدودة Rالمنطقة المقعرة 

 
 

  
  
  
  
  
 
  
 

IV. ة متعدد المتغيرات ذو قيوديأمثل -البرمجة غير الخطيةNonlinear programming             : 

Multivariable Optimization with Constraints                                                            
=xبمعرفة،       ⋯,ଶݔ,ଵݔ] , تكون الصيغة القياسية  للبرامج غير الخطية، والتي تحتوي على   ்[ ௡ݔ

  :متساويات قيود فقط هي
ݖتعظيم       =   (ݔ)

  : نظريات
إذا كانـت مصـفوفة    Rتكون محدبة في  (ݔ)݂، فإن Rمشتقة جزئية ثانية في  (ݔ)݂ة إذا كان للدال -

 . Rفي  xسالبة نصف مؤكدة لكل   ௙ܪهي 
  .Rهو حد أعلى شامل في  R، فإن أي حد محلى أعلى في Rمحدبة في  (ݔ)݂إذا كانت  -
أي مكان، فإن أي حد أعلى محلـى   سالبة نصف مؤكدة في ௙ܪهاتان النظريان تتضمنان أنه إذا كانت   

تكون محدبـة بدقـة     (ݔ)݂سالبة مؤكدة في أي مكان، فإن  ௙ܪوإذا كانت  ،)1(يؤدي إلى حل للبرنامج 
 ).عديم النظير(وحيدا ) 1(، ويكون حل البرنامج )في كل مكان(
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(ݔ)ଵ݃            :  أنعلما ب          = 0  
)1(   .....................................݃ଶ(ݔ) = 0 

…………..….           
݃௠(ݔ) = 0            

  ).عدد القيود أقل من عدد المتغيرات( m < nعند 
، وتكون الصيغة القياسية للبرامج )- 1(تتحول برامج التصغير إلى برامج تعظيم بضرب الدالة الهدفية في و  

  :      غير الخطية والتي تحتوي على متباينات للقيود فقط هي
ݖإما تعظيم    =   (ݔ)

(ݔ)ଵ݃            :  علما بأن           ≤ 0  
............)..........................2(  ݃ଶ(ݔ) ≤ 0 

…………..….           
݃௣(ݔ) ≤ 0              

 أو           
ݖتعظيم         =   (ݔ)

(ݔ)ଵ݃         : علما بأن          ≤ 0  
).....................................3(  ݃ଶ(ݔ) ≤ 0 

…………..….            
݃௠(ݔ) ≤ 0             

ݔعند                ≥ 0  
ݔ، بتعـويض )3(تصبح في داخل  )2(فإن    m=pعند والصيغتان تكونان متكافئتين     = ݑ − عنـد     ݒ

ܸ ≥ ܷو  0 ≥ ــون   ، 0 ــر تك ــه الآخ ــى الوج ــل ) 2(وعل ــة ) 3(مث ــة الخاص ــي الحال ــا ف                تمام
݌ = ݉ + ݊،݃௠ାଵ(ݔ) = تكون مناسـبة عنـدما لا تتطلـب    ) 3(الصيغة  (i=1,2,…..,n)حيث ، ௜ݔ−

دالة غير خطية، ولكن بعض أو كـل   ƒكون وت، )3(أو ) 2(، )1(في ، خطوات الحل أي متغيرات غير سالبة
  .تكون خطية gقيم 
ياسية إما بوضعها في الصيغة أو بتطـوير طـرق   وتحل البرامج غير الخطية، والتي ليست في الصيغة الق   

  :أسفل للبرامج من الصيغة القياسيةالحل المعطاة ب
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        :، تكون أولا دالة لاجرانج)1(لحل البرنامج  :Lagrange Multipliers بات لاجرانجومضر -1
,ଵݔ)ܮ ,ଶݔ … . ௡ݔ, , ,ଵߣ … . . , ,ଶߣ , (௠ߣ = (ݔ)݂ − ∑ ௜௠ߣ

௜ୀଵ ௜݃(ݔ))...........4( 
 حل النموذج ذا يتسمى مضربات لاجرانج، ثم ) جهولةم(تكون ثوابت  ௜ߣ  (i=1,2,…….,m)حيث إن
n+m   معادلة. 

డ௅
డ௫ೕ

= 0    (݆ = 1,2, … … . , ݊)   
డ௅
డఒ೔

= 0    (݅ = 1,2, … … . ,݉)  ..........,,,,,,,)..............5(  

 (ݔ)ƒ ،௜݃(x)، على أساس أن كلا من )5(، فإنه يكون ضمن حلول النموذج )1(برنامج إذا وجد حل لل  
  m x nلها جميعا مشتقات جزئية أولى متصلة، ومصفوفة جاكوب  (i=1,2,…..,m)عند 

݆ = ቂడ௚೔
డ௫೔
ቃ   

ݔعند  mتكون من الرتبة      =   ∗ݔ
من الدالة الهدفية، ثم  -xيود لحذف عدد معين من المتغيرات طريقة مضروبات لاجرانج تكافئ استخدام الق
  .المتبقية -xحل مسألة التعظيم غير المقيدة في المتغيرات 

                      :نأحيث  : Newton-Raphson Methodرافسون–طريقة نيوتن -2
,ଵݔ)ܮ ,ଶݔ … . ௡ݔ, , ,ଵߣ … . . , ,ଶߣ , (௠ߣ = ) 5( فإنه عادة يكون من غير الممكن حل غير خطية،  (ݖ)ܮ

وحيث تحدث النهايات العظمى  L(z)ط الساكنة في اهي النق) 5( ومع ذلك وحيث إن حلول ،)تحليليا(حسابيا 
رافسون  لتقريب النهاية اليمنى في  –يوتن نط، فإنه من الممكن استخدام طريقة ابين هذه النق L(z)والدنيا  في 

L(z) ريةاوتطبيق هنا الصيغة التكر ،)1(تي تناظر الحل الأمثل في بمعنى النهاية ال: 
            ܼ௞ାଵ = ܼ௞ − ଵି(௞ݖ|௅ܪ) ܮ∇   )௞⁄ ........).......................6ݖ

ولأي قيمة غير صحيحة . Z0وهذا المدخل له قيمة محدودة، لأنه من الصعب جدا تحديد قيمة مناسبة لـ    
ومن الممكن أيضا  ،L(z)رافسون يمكن أن تشتت الحل أو تقترب من النهاية الخاطئة لـ -طريقة نيوتن فإن

  .أن تتقارب الطريقة في حالة عدم وجود حل أمثل
الذي يتضمن البرنامج غير ) 1(كمدخل بديل لحل البرنامج  : Penalty Functionsالدوال الجزائية -3

  :المقيد
ݖ              تعظيم                  = (ݔ)݂ − ∑ ௜݌ ௜݃

ଶ(ݔ)௠
௜ୀଵ)...................................7(  
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هو نفسه ) 7(ويكون حل البرنامج  ،تسمى بالأوزان الجزائية) ارهايختايمكن (تكون ثوابت  ௜݌ 0<حيث      
(ݔ)௜݃عند كل قيمة ) 1(حل البرنامج  = قريبة  (ݔ)௜݃كل قيمة ) 7(ون لحل يك Piوللقيم الكبيرة في  ،0

௜݌: من الصفر لتجنب الآثار الجانبية على الدالة الهدفية من الحدود ௜݃
ଶ(ݔ) ،  وعندما كل قيمة௜ܲ → +∞ 

(ݔ)௜݃وكل قيمة  → 0.  
) 7(رنامج وبدلا من ذلك يحل الب ،وعلميا لا يكمن تطبيق هذه الطريقة حسابيا إلا في حالات نادرة     

، وفي كل مرة إما بمجموعة جديدة من الأوزان الجزائية المذكور سابقابالتكرار بواسطة بحيث النمط المعدل 
وحجم خطوة  ،ويكون كل بحث نمطي بمجموعة أوزان جزائية محددة ،الزائدة، أو بتخفيض حجم خطوة

هو المتجه النهائي للمرحلة السابقة  ويكون المتجه الأول للمرحلة المعنية ،معطى هو مرحلة من مراحل الحل
، وغالبا ما يؤخذ حجم 0,02=1/50وتختار الأوزان الجزائية للمرحلة الأولى صغيرة، غالبا  ،لهذه المرحلة
  .الخطوة بواحد

والقرارات  ،ويتأثر التقريب في هذه الطريقة بمعدلات الزيادة في الأوزان الجزائية وتخفيض حجم الخطوة    
  . ه المعدلات هي نوع من الفن أكثر منها علماالتي تحكم هذ

كتب أولا شروط اللاسلبية،  ي) 3(لحل البرنامج  : Kuhn-Tucher Conditionsتوكر -شروط كون -4
ଵݔ− ≤ ଶݔ−,0 ≤ 0, … … ௡ݔ−. ≤ متباينة كل منها له  m+n، بحيث تكون مجموعة القيود هي 0

௡ାଵଶݔساعدة ف المتغيرات الماضتمن أو يساوي، ثم  علاقة أقل , ௡ାଶଶݔ , … … . , ଶ௡ା௠ଶݔ ي على التوال ,
ت وهنا تضاف المتغيرات المساعدة كتربيعا ،حول كل متباينة إلى متساويةتللأطراف اليسرى من القيود، ثم 
  :كون دالة لاجرانجتالحدود لضمان عدم سلبيتها، ثم 

ܮ = (ݔ)݂ − ∑ ௜௠ߣ
௜ୀଵ [ ௜݃(ݔ) + ௡ା௜ଶݔ ] − ∑ ௜௠ା௡ߣ

௜ୀ௠ାଵ ௜ݔ−] + ௡ା௜ଶݔ ])............8(  
   :حل النموذجيوأخيرا  ،تكون مضروبات لاجرانج  n+mλ,………. 2λ,  1λ حيث

డ௅
డ௫೔

= 0    (݆ = 1,2, … … ,2݊ + ݉) )...............................9(  
డ௅
డఒ೔

= 0    (݅ = 1,2, … … , ݊ + ݉).........)....................10( 

௜ߣ ≥ 0 (݅ = 1,2, … … , ݊ + ݉)).............................11(  
مباشرة ) 10(و )9(وتنتج المجموعتين  ،)3(أو ) 2(توكر للبرنامج - شروط كون) 11(حتى ) 9(ولكون   

ل شروط ومن بين حلو ،باسم المؤهلات المقيدة) 11(من نظرية مضروبات لاجرانج، وتعرف المجموعة 
  .لها مشتقة أولى متصلة (ݔ)௜݃، وكل قيمة (ݔ)݂إذا كانت ) 3(توكر يكون حل البرنامج -كون
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هي طريقة ذات خمس خطوات  : Method Of Feasible Directionsطريقة الاتجاهات الممكنة -5
م تتقارب من الحد وتطبيق هذه الطريقة عندما تكون المنطقة الممكنة لها قيم داخلية، ث ،)2(لحل البرنامج 

ولا توجد قيم داخلية للمنطقة الممكنة إذا كان ، الأعلى الشامل فقط عندما يكون التقريب الأولى قريبا من الحل
  :اثنان من متباينات القيود ناتجين من التقارب في متساويات القيود

  .Bبالحرف  عرفيد تقريبا أوليا ممكنا للحل، ويحدت :الأولىالخطوة  -
  d1,d2,……..dn+1: حل البرنامج الخطى التالي في المتغيرات :نيةالثالخطوة ا -

ݖ                                          تعظيم                         = ݀௡ାଵ  
−           علما بأن             డ௙

డ௫భ
ቚ݀ଵ −

డ௙
డ௫మ

ቚ ቚ݀ଶ −⋯− డ௙
డ௫೙

ቚ ݀௡ + ݀௡ାଵ ≤ 0  
 డ௚భ
డ௫భ

ቚ݀ଵ + డ௚భ
డ௫మ

ቚ ቚ݀ଶ + ⋯+ డ௚భ
డ௫೙

ቚ ݀௡ + ݇ଵ݀௡ାଵ ≤ −݃ଵ(ܤ) ......)......12(  
డ௚మ
డ௫భ

ቚ݀ଵ + డ௚మ
డ௫మ

ቚ ቚ݀ଶ + ⋯+ డ௚మ
డ௫೙

ቚ ݀௡ + ݇ଶ݀௡ାଵ ≤ −݃ଶ(ܤ)  
……………………………………………………………………………… 

డ௚೛
డ௫భ

ቚ݀ଵ −
డ௚೛
డ௫మ

ቚ ቚ݀ଶ + ⋯+ డ௚೛
డ௫೙

ቚ ݀௡ + ݇௣݀௡ାଵ ≤ −݃௣(ܤ)  
௝݀                               :عند   ≤ 1     (݆ = 1,2, … … . , ݊ + 1)  

݅)௜݇وهنا = 1,2, . . .   .غير خطية(ݔ)௜݃ خطية، وتكون واحدا إذا كانت  (ݔ)௜݃ا كانتتكون صفرا إذ  (ܲ,
௡ାଵ݀إذا كانت : الثالثةالخطوة  - = ∗ݔفإن  0 = ب إلى الخطوة اذهيتم التكن كذلك، فلم وإذا   ܤ

  .الرابعة
ܦضع و :الرابعةالخطوة  - = [݀ଵ,݀ଶ, … . .݀௡ ]் ،د قيمة غير سالبة لـ يحدوتλلتي تعظم   ، وا

ܤ)݂ + ܤظ على أن تكون افحيتم ال، بينما (ܦߣ +   .λ*ق على هذه القيمة طلاإممكنة، و ܦߣ
ܤف  يعرت :الخامسةالخطوة  - = ܤ +  . الثانيةإلى الخطوة  ةدوعال، ثم ܦ∗ߣ
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V. تمارين محلولة 
 :التمرين الأول

(ݔ)݂استخدم بحث فترة الثلاث نقـاط لتقريـب الحـد الأعلـى فـي      - 1 = ߨ5)ݔ −                فـي الفتـرة    (ݔ
ϵ = 0] داخل 1 − 20].  

 .باستخدام بحث فيبوناكسلحل أعد ا - 2

  .أعد الحل باستخدام بحث المتوسط الذهبي - 3
  :الحل

 :باستخدام بحث فترة الثلاث نقاط - 1
(ݔ)′′݂ حيث  = −2 < لذلك يؤكد بحث  [20-0]تكون محدبة، وبالتالي أحادية النموذج في  (ݔ)݂ نإف 0

 .لثلاث نقط الاقتراب من الحد الأعلى الشاملفترة ا

ଷݔإلى أرباع نحصل على  [20-0]بقسمة  :المحاولة الأولى - = ଶݔ ،15 = ଵݔ، 10 = ط اكثلاث نق   5
   :لذلك ،داخلية

(ଵݔ)݂ = ߨଵ(5ݔ − (ଵݔ = ߨ5)5 − 5) = 53,54  
(ଶݔ)݂ = ߨଶ(5ݔ − (ଶݔ = ߨ5)10 − 10) = 57,08   
(ଷݔ)݂ = ߨଷ(5ݔ − (ଷݔ = ߨ5)15 − 15) = 10,62   

 ଶݔالتي مركزها عند  [15-5]هي النقطة الداخلية التي تعطى أكبر قيمة للدالة الهدفية، نأخذ الفترة  ଶݔحيث 
  .كفترة جديدة

ହݔإلى أرباع عند  [15-5] بقسمة :المحاولة الثانية - = ଶݔ، 12.5 = ସݔ،  10 = . ط داخليةاكنق  7,5
   :كلذل

(ସݔ)݂ = ߨସ(5ݔ − (ସݔ = ߨ5)7,5 − 7,5) = 61,56   
(ଶݔ)݂            =                                (كما في السابق) 57,08

(ହݔ)݂ = ߨହ(5ݔ − (ହݔ = ߨ5)5 − 12,5) = 40,10   
كفترة  ସݔلتي مركزها ا [5.10]، نأخذ الفترة (ݔ)݂هي النقطة الداخلية المؤدية إلى أكبر قيمة  ସݔوحيث 
  .جديدة

଻ݔإلى أرباع عند  [10-5] ةقسمب :المحاولة الثالثة - = ସݔ  ،8,75 = ଺ݔ، 7,5 = كفترة  6,25
  :لذلك. جديدة
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(଺ݔ)݂ = ߨ5)(6,25) − 6,25) = 59,11  
(ସݔ)݂                               =  (كما في السابق) 61,56

(଻ݔ)݂ = ߨ5)(8,75) − 8,75) = 60,88  
 .، كفترة جديدةସݔ، التي مركزها عند  [8,75-6,25]نأخذ الفترة ،  f(x)إلى أكبر قيمة لـ  ସݔحيث تؤدي 

ଽݔإلى أرباع، توجد  [8,75-6,25]بقسمة  :المحاولة الرابعة - = ସݔ  ،8,125 = ଼ݔ، 7,5 = 6,875 
   :لذلك ،ط داخلية جديدةاكنق

(଼ݔ)݂ = ߨ5)(6,875) − 6,875) = 60,73   

(ସݔ)݂                                      =   (كما في السابق) 61,56
(ଽݔ)݂ = ߨ5)(8,125) − 8,125) = 61,61  

، ଽݔهي النقطة الداخلية التي تعطى أكبر قيمة للدالة الهدفية، نأخذ الفترة الأصغر عنـد المركـز    ଽݔوالآن   
جديدة للاعتبار، ومع ذلك تقع نقطة المنتصف لهذه الفترة داخل التفاوت المحدد كفترة  [8,75-7,5]وبالتحديد 

ϵمسبقا  =   :أخذتط الأخرى في الفترة، ومن ثم امن كل النق 1
∗ݔ = ଽݔ = 8,125  

∗ݖ = (ଽݔ)݂ =    عند  61,61
  :بحث فيبوناكسباستخدام  - 2

ே(1)ܨن أد فيبوناكس الأول، بحيث ديحت :النقطة الأولية ≥ 20 − ଻ܨهو   0 =   ،N=7نضع  21
ϵ
ᇱ

= ௕ି௔
ிಿ

= ଶ଴ି଴
ଶଵ

= 0,95240  
  :موقع النقطتين الأولين في البحث

଺ಶᇲܨ = 13(0,9524) =   12,38 وحدة
  :وبالتالي ،إلى الداخل من كل نقطة نهائية

ଶݔ = 20 − 12,38 = ଵݔ 7,62 = 0 + 12,38 = 12,38  
(ଵݔ)݂ = ߨ5)(12,38) − 12,38) = 41,20   
(ଶݔ)݂ = ߨ5)(7,62) − 7,62) = 61,63       

باستخدام خاصية النموذج الأحادي، فإننا نستنتج أن الحد الأعلى ) أ( الجزء) 5( والتي ترسم في الشكل  
  .[12,38-0]حصر الفترة إلى ت، و12,38يحدث إلى اليسار من 

ହܨ هو ) خر قيمة مستخدمةكانت آ଺ܨ (د فيبوناكس الأصغر التالي يدحت :المحاولة الأولى - =  ، وبالتالي 8
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 :توقع النقطة التالية في البحث
ହചᇲܨ = (8)(0,9524) =    7,619 وحدة

   :لذلك 12.38: إلى الداخل من أجدد نقطة نهائية
ଷݔ = 12,38 − 7,619 = 4,761  

(ଷݔ)݂ = ߨ5)(4,761) − 4,761) = 52,12   
ستنتج أن الحد ، ومنه ي)ب(لجزء ا يشكل) أ( الجزء) 5(الشكل  بإضافة هذه النقطة إلى الجزء الموجود في  

   [12,38-4,761] الأقصى يجب أن يحدث في الفترة الجديدة
ସܨ د فيبوناكس الأصغر التالي الآن هويدتح: المحاولة الثانية - =    :لذلك 5

ସݔ = 4,761 + ସചᇲܨ = 4,761 + 5(0,9524) = 9,523  
(ସݔ)݂ = ߨ5)(9,523) − 9,523) = 58,90   

الجزء ) 5(ل على الشكل وحص، يتم ال)ب(الجزء ) 5(الشكل بإضافة هذه النقطة إلى الجزء الموجود في 
  .[9,523-4,761]ستنتج أن الفترة الجديدة هي ، ومنه ي)ج(
ଷܨد فيبوناكس الأصغر التالي هو يدتح :المحاولة الثالثة - =   :ومن ثم 3′

ହݔ = 9,523 − 3(0,9523) = 6,666  
(ହݔ)݂ = ߨ 5)(6,666) − 6,666) = 60,27   

، )د( الجزء) 5(ول على الشكل حصيتم ال) ج(الجزء ) 5(بإضافة هذه النقطة إلى الجزء الموجود في الشكل 
  .[9,523-6,666]وينتج من خاصية النموذج الأحادي أن الفترة الجديدة هي 

ଶܨد فيبوناكس الأصغر التالي الآن هو يدتح: المحاولة الرابعة - =   :ومن ثم 2
଺ݔ = 6,666 + 2(0,9524) = 8,571  

(଺ݔ)݂ = ߨ 5)(8,571) − 8,571) = 61,17   
، )ـه( الجزء) 5(ل على الشكل وحصيتم ال) د(الجزء ) 5(بإضافة هذه النقطة إلى الجزء الموجود في الشكل 

ϵ لومع ذلك منتصف هذه النقطة يقع داخ ،هي الفترة الجديدة [8,571-6,666]ستنتج أن ومنه ي = في ( 1
′ϵالحقيقة داخل  = نظريا يجب أن تنطبق نقطة المنتصف مع ( ،من كل نقطة أخرى في الفترة) 0,9524

  :كموقع الحد الأقصى، بمعنى ଶݔقبل ، ولذلك ي)الواضح ينتج من التقريبوالاختلاف البسيط  ଶݔ
∗ݔ = ଶݔ = 7.62  

∗ݖ                                    = (ଶݔ)݂ =   عند      61.63
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  )أ(
  
  )ب(
  
  
  
  )ج(
  
  
  )د(
  
  )هـ(
  
  
  
  :استخدام بحث المتوسط الذهبي - 3

ଵܮطول الفترة الأولية هو :ط الأوليةاالنق =   :، لذلك توقع النقطتين الأوليين في البحث20
  وحدة                                    12,36 =(20)(0,6180) 

  :لذلك ة،نقطة نهائي من كل للداخل
ଵݔ = 0 + 12,36 = ଶݔ     12,36 = 20 − 12,36 = 7,64 

(ଵݔ)݂ = ߨ5)(12,36) − 12,36) = 41,38  
(ଶݔ)݂ = ߨ5)(7,64) − 7,64) = 61,64  

 

 ଶ 20ݔ ଵݔ 0

  احذف

 ଷ 0ݔ ଶݔ ଵݔ

 احذف

 ଵݔ ସݔ ଶݔ

 احذف

 ସݔ ଶݔ ହݔ ଷݔ

 احذف

 ହݔ ଶݔ ଺ݔ ସݔ

 ଷݔ

 احذف

 )05(الشكل 



   دروس وتطبيقات: رياضيات المؤسسة                                                                            
 

 164 

,ଶݔ(ط اوالنق وتنتج خاصـية   ،)أ( الجزء) 5(الشكل في ط المبينة اقريبة جدا من النق) (ଵݔ)݂ ,ଵݔ(، )(ଶݔ)݂
هـي   [12,36-0]، ومن ثم تبقـى  12,36النموذج الأحادي أن الحد الأعلى يجب أن يحدث إلى اليسار من 

  .الفترة الجديدة
ଶܮ الفترة الجديدة طولها :المحاولة الأولى - = ولذلك فإن النقطة التالية في البحث تقع ، 12,36

  :، لذلكاخل من أجدد نقطة نهائيةوحدة إلى الد ଶ0,6180ܮ
ଷݔ = 12,36 − (0,6180)(12,36) = 4,722   
(ଷݔ)݂ = ߨ5)(4,722) − 4,722) = 51,88   

كفترة  [12,36 -4,722]ل على وحص، يتم ال)ب(الجزء ) 5(وبإضافة هذه النقطة الجديدة يستعمل الشكل 
  .جديدة

ଷܮ: المحاولة الثانية - = 12,36 − 4,722 =   :لذلك، 7,638
ସݔ = 4,722 + (0,6180)(7,638) = 9,442   
(ସݔ)݂ = ߨ5)(9,442) − 9,442) = 59,16   

  .هي الفترة الجديدة [7,442 -4,722]ستنتج أن ، ومنه ي)ج(الجزء ) 5(الشكبر ويصبح الشكل كما في 
ସܮ: المحاولة الثالثة - = 9,442 − 4,722 =   :لذلك، 4,720

ହݔ = 9,442 − (0,6180)(4,720) = 6,525   
(ହݔ)݂ = ߨ5)6,525 − 6,525) = 59,92   

  .هي الفترة الجديدة [9,442-6,525]، ومنه نستنتج أن ) د(الجزء ) 5(الشكل ويصبح الشكل هو 
ହܮ :المحاولة الرابعة - = 9,442 − 6,525 =   :، ومن ثم2,917

଺ݔ = 6,525 + (0,6180)(2,917) = 8,328   
(଺ݔ)݂ = ߨ5)(8,328) − 8,328) = 61,46   

  .هي الفترة الجديدة [8,328-6,525]د أن اجوإي) ـه( الجزء) 5(ل إلى الشكلوصيتم الوبهذه النقطة الجديدة 
2ϵلاحظ أن طول الفترة الجديدة يقل عن ي   = لكـل   ϵلا تقـع داخـل    ଶݔ ة، ولكن النقطة العينة المحتوا2
  .لذلك فإن محاولة أخرى تكون مطلوبة ،ط الأخرى في الفترةاالنق
଺ܮ،: المحاولة الخامسة - = 8,328 − 6,525 =   :لذلك 1,803

଻ݔ = 8,328 − (0,6180) = 7,214   
(଻ݔ)݂ = ߨ5)(7,214) − 7,214) = 61,28   
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଻ݔ]هذه النقطة الجديدة تحدد    − ومـع ذلـك فالنقطـة الداخليـة      ،كفترة جديـدة  ଺]=[7,214-8,328]ݔ
ଶݔ = ϵتكون داخل  7,64 =   :ع الحد الأقصى، بمعنىكموق ، لذلك تأخذط الأخرى في الفترةالكل النق 1

∗ݔ = ଶݔ  = 7,64                       
∗ݖ  = (ଶݔ)݂  =    عند       61,64

  :ثانيالتمرين ال
  :م طريقة ميل صعود فياستخد 

ܼتعظيم      = − sin ଶݔଵݔ + cos(ݔଵ −   (ଶݔ
  .0,05بتفاوت في حدود 

  :الحل
   :هنا

∇݂ = ൤
ଵݔ− cos ଶݔଵݔ − sin(ݔଵ − (ଶݔ
ଶݔ− cosݔଵݔଶ − sin(ݔଵ −    ଶ)൨ݔ

ــة    ــي المنطقـ ــوائية فـ ــام العشـ ــث الأرقـ 1−ببحـ ≤ ଶݔ        ଵݔ ≤ ــل 1 ــى نحصـ   :علـ
ܺ଴ = (଴ݔ)݂عند    ்[0,5303    0,7548−] = 0,6715 .  

  :المحاولة الأولى -

଴ݔ|݂∇ = ൤−0,5303 cos[(−0,7548)(0,5303)] − sin(−0,7548 − 0.5303)
   0,7548 cos[(−0,7548)(0,5303)] + sin(−0,7548 − 0.5303)൨ = ቂ   0,4711

−0,2643ቃ   

଴ݔ + 0ݔ|݂∇ = ൤−0,7548
   0,5303൨ + ߣ ቂ 0,4711

−0,2643ቃ = ൤−0,7548 + ߣ0,4711
   0,5303 −   ൨ߣ0,2643

଴ݔ)݂ + (଴ݔ|݂∇ = − sin[(−0,7548 + 0,5303)(ߣ0,4711 + [(ߣ0,4711 + cos[(−0,7548 +
     ߣ0,5303−0,2643ߣ0,4711

= −
0]باستخدام بحث المتوسط الذهبي على   − ∗଴ߣلها حد أعلى عند  λنحدد أن هذه الدالة   [8 ≈    :لذلك ،1,7

ଵݔ = ଴ݔ + 0ݔ|݂∇ = ൤
−0,7548 + 0,411(1,7)

     0,5303 − 0,2643(1,7)൨ = ቂ0,04607
0,08099ቃ   

(ଵݔ)݂عند  =    :ن، حيث أ 0,9957
(ଵݔ)݂ − (଴ݔ)݂ = 0,9957 − 0,6715 = 0,3242 > 0.05   

  .في المحاولة ارستمرمع الا
  :المحاولة الثانية -

ଵݔ|݂∇ = ൤ −0,08099 cos[(0,04607)(0,08099)]− sin(0,04607− 0,08099)
  −0,04607 cos[(−0,04607)(0,08099)] + sin(0,04607− 0,08099)൨ = ቂ−0,04608

−0,08099ቃ   
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ଵݔ + 1ݔ|݂∇ = ൤0,04607 − ߣ0,04608
0,08099 −   ൨ߣ0,08098

ଵݔ)݂ + (1ݔ|݂∇ = − sin[(0.04607 − 0.08099)(ߣ0.04608 − [(ߣ0.08098 +
cos[(0.04607 + (ߣ0.04608 − (0.08099 −   [      (ߣ0.08098

= − sin(0.003731 − ߣ0.007463 + (ଶߣ0.003732 + cos(−0.03492 +    ߣ0.03490
∗଴ߣلها حد أعلى عند   λنحدد أن هذه الدالة [0.1] باستخدام بحث الموسط الذهبي على  ≈   :لذلك ،1.7

ଶݔ = ଵݔ + 1ݔ|݂∇∗ଵߣ = ൤
0,04607 − 0,04608(1)
0,08099 − 0,08098(1)൨ = ቂ0,0000

0,0000ቃ   

(ଶݔ)݂عند    =   :، وحيث أن 1,000
(ଶݔ)݂ − (ଵݔ)݂ = 1,000 − 0,69957 = 0,0043 < 0,05   

∗ܼ                 :                   أخذب = ∗ݔ, 1,000 =   ଶݔ
  :ثالثالتمرين ال

  :رافسون في-م طريقة نيوتناستخد 
ݖ:    تعظيم = −൫ݔଵ − √5൯

ଶ
− ଶݔ)     − ଶ(ߨ − 10  
  .0,05إلى داخل التفاوت 

  :الحل
≥ ଶݔ حتاج إلى حل تقريبي أولي نحصل عليه بالعينات العشوائية للدالة الهدفية في المنطقةي ଵݔ,10 ≥ −10 ،

  :المناظرة لها تبين في الجدول الأسفل Zونقاط العينة وقيم 
  ଶ    Zݔ   ଵݔ ଶ    Zݔ   ଵݔ

8,537 -  1,099 -  144,0 -  8,411  9,945 -  219,4 -  
0,9198 -  8,005 -  144,2 -  8,202  5,709 -  123,9 -  
9,201  2,524 -  90,61 -  9,173 -  6,914 -  241,3 -  
9,250  7,546  78,59 -  9,337 -  8,163  169,2 -  
6,597  5,891  36,58 -  5,794 -  0,0210 -  84,48 -  

଴ݔلأول  أخـذ التقريـب ا  ي من الجدول السابق   = [6,597 − (଴ݔ)݂عنـد   ்[5,891 = و  36,58−
  :لهذه الدالة الهدفية على التوالي هيهسى ، ومقلوب مصفوفة ه المتدرج، مصفوفة هسىالمتج

∇݂ = ቈ−2(ݔଵ − √5)
ଶݔ)2− − (ߨ

቉ ௙ܪ, = ቂ−2 0
0 −2ቃ ௙ିଵܪ, = ൤−0,5 0

0 −0,5൨   

  .ଶݔ,ଵݔلكل قيم 
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  : حاولة الأولىالم -

଴ݔ|݂∇ = ቈ−2(6,597 −ඥ5)
−2(5,891 − (ߨ

቉ = ൤−8,722
−5,499൨  

ଵݔ = ଴ݔ −
൬
ಹ೑
ೣబ
൰
షభ
∇௙

௫బ
  

= ൤6,597
5,891൨— ൤−0,5 0

0 −0,5൨ ቂ
−8,722
−5,499ቃ = ቂ2,236

3,142ቃ   

(ଵݔ)݂عند   =    :ن، حيث أ10,00−
(ଵݔ)݂ − (଴ݔ)݂ = −10,00 − (−36,58) = 26,58 > 0,05   

  .في المحاولة ارستمرمع الا
  : المحاولة الثانية -

ଵݔ|݂∇ = ቈ−2(2,236 −ඥ5)
−2(3,142 − (ߨ

቉ = ൤−0,0001
   0,0008൨  

ଶݔ = ଵݔ − ൫1ݔ|݂ܪ൯
ିଵ
             1ݔ|݂∇

= ቂ2,236
3,142ቃ— ൤−0,5 0

0 −0,5൨ ቂ
−0,0001
   0,0008ቃ = ቂ2,236

3,142ቃ                            

(ଶݔ)݂عنــــد  = (ଶݔ)݂ :نوحيــــث أ 10.00− − (ଵݔ)݂ = 0 <                    أخــــذ مــــع ،  0.05
ܺ∗ = ܺଶ = [2,236 − ∗ܼ  :عند   ்[3,142 = (ଶݔ)݂ = −10,00  

  :رابعالتمرين ال
  :بويل–كم بطريقة فلتشر  0,25حتى أقرب  التاليةحل المسألة 

ݖ      خفيضت = ඥݔଵଶ + ଶଶݔ + ඥ(ݔଵ − 300)ଶ + ଶݔ) − 400)ଶ + ඥ(ݔଵ − 700)ଶ + ଶݔ) − 300)ଶ  
  :الحل

  :المسألة مكافئة لبرنامج التعظيم بالدالة الهدفية
(ݔ)݂ = −ඥݔଵଶ + ଶଶݔ − ඥ(ݔଵ − 300)ଶ + ଶݔ) − 400)ଶ −ඥ(ݔଵ − 700)ଶ + ଶݔ) − 300)ଶ   

   :والمتجه المتدرج

∇݂ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡−

௫భ

ට௫భమା௫మమ
− ௫భିଷ଴଴

ඥ(௫భିଷ଴଴)మା(௫మିସ଴଴)మ
− ௫భି଻଴଴

ඥ(௫భି଻଴଴)మା(௫మିଷ଴଴)మ

− ௫మ

ට௫భమା௫మమ
− ௫మିସ଴଴

ඥ(௫భିଷ଴଴)మା(௫మିସ଴଴)మ
− ௫మିଷ଴଴

ඥ(௫భି଻଴଴)మା(௫మିଷ଴଴)మ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
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ܩ       و     = ߳ 0,25بويل ننشئ -لبدء طريقة فلتشر = ቂ1 0
0 1ቃݔار  يختاوො = [400 − 200]்   

  :الأولىالخطوة  -
ߙ = (ොݔ)݂ = ݂(400 − 200) =  −ඥ(400)ଶ + (200)ଶ − ඥ(100)ଶ + (−200)ଶ −

ඥ(−300)ଶ + (−100)ଶ = −987.05  
ܤ = ොݔ|݂∇ = ቂ−0.39296

   0.76344ቃ       

  :الثانيةالخطوة  -

ොݔ)݂ + (ܤܩߣ = ݂ ቀቂ400
200ቃ + ߣ ቂ1 0

0 1ቃ ቂ
−0,39296
   0,76344ቃቁ = ݂(൤400 − ߣ0,39296

200 +   (൨ߣ0,76344
=

−ඥ(400 − ଶ(ߣ0,39296 + (200 + ଶ(ߣ0,76344 −
ඥ(100 − ଶ(ߣ0,39296 + (−200 + ଶ(ߣ0,76344 −
ඥ(−300 − ଶ(ߣ0,39296 + (−100 +    ଶ(ߣ0,76344

0]ط في اويعمل بحث فترة الثلاث نق − ∗ߣد  يحدوت [425 ≈   :، لذلك 212.5
  : الثالثةالخطوة  -

ܦ = ܤܩ∗ߣ = (212,5) ቂ1 0
0 1ቃ ቂ

−0,39296
   0,76344ቃ = ൤−83,504

  162,23 ൨  

ܺ + ܦ = ቂ400
200ቃ + ൤−83,504

  162,23 ൨ = ൤−83,504
  162,23 ൨   

  .التي يمكن أن نأخذها كقيمة معدلة
  : الرابعةالخطوة  -

ߚ = (ොݔ)݂ = ݂(316,50 − 362,23) = −910,76  
ߚ − ߙ = −910,76 − (−987,05) = 76,29 > 0,05   

−βأن  بما  α >  .فيتم الذهاب مباشرة إلى الخطوة السادسة ߳
  :السادسةالخطوة  -

ܥ = ݔ|݂∇ = ቂ −0,071207
      0,0031594ቃ  

ܻ = ܤ − ܥ = ቂ−0,39296
   0,76344ቃ— ቂ −0,071207

      0,0031594ቃ = ൤−0,32175
    0,76028൨   

  :السابعةالخطوة  -

்ܻܦ = [−83,504 − 162,23] ൤−0,32175
   0,76028൨ = 150,21  
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ܮ = ଵ
ଵହ଴,ଶଵ

்ܦܦ = ଵ
ଵହ଴,ଶଵ

൤−83,504
  162,23 ൨ [−83,504 − 162,23]  

= ଵ
ଵହ଴,ଶଵ

ቂ    6972,9 −13547
−13547 26319 ቃ = ቂ   46,421 −90,187

−90,187 175,21 ቃ  

ܻܩ்ܻ = [(−0,32175) − 0,76028] ቂ1 0
0 1ቃ ൤

−0,32175
   0,76028൨ = 0,68155  

ܯ = ିଵ
଴,଺଼ଵହହ

  ܩ்ܻܻܩ

= ିଵ
଴,଺଼ଵହହ

ቂ1 0
0 1ቃ ൤

−0,32175
   0,76028൨ [−0,32175 − 0,76028] ቂ1 0

0 1ቃ  

= ିଵ
଴,଺଼ଵହହ

൤   0,10352 −0,24462
−0,24462    0,57803൨ = ൤−0,15189    0,35892

    0,35892 −0,84811൨   

  :الثامنةالخطوة  -

ܩ + ܮ + ܯ = ቂ1 0
0 1ቃ + ቂ   46,412 −90,187

−90,187 175,21 ቃ + ቂ−0.151189 0.35892
0.35892 −0.84811ቃ =

ቂ   47,269 −89,828
−89.828   175,36 ቃ   

ߙ عدل أيضا المعدلة وت Gكقيمة  التي تأخذ = ܤ  و 910,76− = ቂ −0,071207
     0,0031594ቃ   

  .د الخطوات السابقة ابتداءا من الخطوة الثانيةتعا
  : الثانيةالخطوة  -

ොݔ)݂ + (ܤܩߣ = ݂ ቀ൤316,50
362,23൨ + ߣ ቂ   47,269 −89,828

−89,828   175,36 ቃ ቂ
−0,071207

      0,0031594ቃቁ  

= ݂ ቀ൤316,50 − ߣ3,6497
362,23 +   ൨ቁߣ6,9504

=
−ඥ(316,50 − ଶ(ߣ3,6497 + (362,23 + ଶ(ߣ6,9504 −
ඥ(16,50 − ଶ(ߣ3,6497 + (−37,77 + ଶ(ߣ6,9504 −
ඥ(383,50 − ଶ(ߣ3,6497 + (62,23 +    ଶ(ߣ6,9504

∗ߣحدد  ي [0,10]ط في اعمل بحث فترة الثلاث نقوب ≈    :، لذلك 1.25

ܦ = ܤܩ∗ߣ = (1.25) ቂ   47,269 −89,828
−89,828  175,36 ቃ ቂ

−0,071207
     0,0031594ቃ = ൤−4,5621

   8,6880൨  

 :الثالثةالخطوة  -
෠ܺ + ܦ = ൤316,50

362,23൨ + ൤−4,5621
   8,6880൨  = ቂ311,94

370,92ቃ  

 .المعدلة ොݔكقيمة  التي تأخذ

  : الرابعةالخطوة  -



   دروس وتطبيقات: رياضيات المؤسسة                                                                            
 

 170 

ߚ = (ොݔ)݂ = ݂(311,94 − 370,92) = −910,58  
ߚ − ߙ = −910.58— 910,58 = 0,18 < 0,25  

  :الخامسةالخطوة  -

ܺ∗ = ෠ܺ = ቂ311,94
370,92ቃ     ܽ݊݀     ݂(ܺ∗) = ߚ = −910.58   

∗ଵݔالمسألة بـ  هذه وتحل  = 311,94    , ∗ଶݔ  = ∗ܼعند     370,92 = +910,58   
  :التمرين الخامس

 :استخدم طريقة مضروبات لاجرانج في

ݖ                                 خفيضت  = ଵݔ +   ଷݔ+ଶݔ
ଵଶݔعلما بأن                                   + ଶݔ = 3 

ଵݔ + ଶݔ3 + ଷݔ2 = 7          
  :الحل

  غير المقيد لــ خفيضيكافئ هذا البرنامج الت
ݖ = ଵଶݔ)1/2 + ଵݔ + 4)   

ومن الممكن تطبيق طريقة مضروبات لاجرانج على البرنامج الأصلي  ،حلا والذي يكون من الواضح أن له
  :القياسي

ݖ              تعظيم                  = ଵݔ− − ଶݔ −   ଷݔ
ଵଶݔ     :علما بأن                         + ଶݔ − 3 = 0   ........................................ )1(  

ଵݔ + ଶݔ3 + ଷݔ2 − 7 = 0                

,ଶݔ,ଵݔ)݂وهنا       (ଷݔ = ଵݔ− − ଶݔ −    m=2 يدانق    n=3، متغيرات   ଷݔ
݃ଵ(ݔଵ,ݔଶ, (ଷݔ = ଵଶݔ + ଶݔ − 3                ݃ଶ(ݔଵ, (ଷݔ,ଶݔ = ଵݔ + ଶݔ3 + ଷݔ2 − 7   

  :وتصبح دالة لاجرانج
ܮ = ଵݔ−) − ଶݔ − (ଷݔ − ଵଶݔ)ଵߣ + ଶݔ − 3) − ଵݔ)ଶߣ + ଶݔ3 + ଷݔ2 − 7)  

  :هو) المذكور في طريقة مضروبات لاجرانج سابقا( ) 5(ويصبح النموذج 
డ௅
డ௫భ

= −1 − ଵߣଵݔ2 − ଶߣ = 0 ............................. )2( 
డ௅
డ௫మ

= −1 − ଵߣ − ଶߣ3 = 0............................. )3( 
డ௅
డ௫య

= −1 − ଶߣ2 = 0 ..............................)4( 
డ௅
డఒభ

= ଵଶݔ)− + ଶݔ − 3) = 0............................)5( 
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డ௅
డఒమ

= ଵݔ)− + ଶݔ3 + ଷݔ2 − 7) = 0............................)6(  

ل على وحصيتم ال، ଷݔفي ) 6(،  ଶݔفي) 5(،  ଵݔفي) 2(،  ଵߣفي ) 3(،  ଶߣفي ) 4(والي حل على التبو
   :الحل الوحيد

ଶߣ = −0,5, ଶߣ     = −0,5, ଵݔ      = −0,5, ଶݔ       = −2,75, ଷݔ = −0,375   
ݖ          عند  = ଵݔ− − ଶݔ − ଷݔ = −(0,5) − 2,75 − (−0,375) = 1,875   

,ଵݔ)ଶଵ݃,  ن المشتقات الجزئية الأولى لـأوحيث  ,ଶݔ,ଵݔ)݂ (ଷݔ,ଶݔ ,ଶݔ,ଵݔ)ଷ),   ݃ଵݔ كل   (ଷݔ
   :نأمتصلة، وحيث 

ܬ = ቎

డ௚భ
డ௫భ

డ௚భ
డ௫మ

డ௚భ
డ௫య

డ௚మ
డ௫భ

డ௚మ
డ௫మ

డ௚మ
డ௫య

቏ = ቂ2ݔଵ 1 0
1 3 2ቃ   

=، فإن أي من  )العمودان الأخيران مستقلان خطيا في كل مكان(في أي مكان  2من الرتبة       ଵݔ 0,5−
ଷݔ = ଶݔ   ,0,375− = ط قاوبالتحقق من الن ،، أو لا يوجد حل أمثل)1(تكون حلا أمثل للبرامج   ,2,75−

نجد أن هذه النقطة هي في الحقيقة موقع الحد الأعلى  (0,375-⁄0,5⁄2,75-)ة حول  الممكنة في المنطق
               لذلك فإنه يكون موقع الحد الأدنى الشامل للبرنامج الأصلي عند ،)1(للبرنامج ) الشامل(

ܼ∗ = −(−1,875) =   : أي 1,875
∗ݖ = −(−1,875) = 1,875   

  :سادسالتمرين ال
  رافسون في-تناستخدم طريقة نيو

ݖ                             تعظيم     = ଵݔ2 + ଶݔଵݔ +  ଶݔ3
ଵଶݔ     علما بأن                                + ଶݔ = 3      

  :الحل
ܮ                 هنا   = ଵݔ2) + ଶݔଵݔ + (ଶݔ3 − ଵଶݔ)ଵߣ + ଶݔ − 3)  

ܮ∇               لذلك = ቎
2 + ଶݔ − ଵݔଵߣ2
ଵݔ + 3 − ଵߣ
ଶݔ−ଵଶݔ− + 3

቏ ௅ܪ         = ൥
ଵߣ2− 1 ଵݔ2−

1 0 −1
ଵݔ2− −1 0

൩  

଴ܼخذ اختياريا يؤ                   =   :حسب ي، و ்[1,1,1]
 :المحاولة الأولى -
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଴ܼ|ܮ∇ = ൥
1
3
1
൩      ܪ௅|ܼ଴ = ൥

−2 1 −2
1 0 −1
−2 −1 0

൩       (H୐|Z଴)ିଵ = 1/6 ൥
−1 2 −1
2 −4 −4
−1 −4 −1

൩ 

ܼଵ = ܼ଴ − ଴ܼ|ܮ∇ଵି(௅|ܼ଴ܪ) = ቂଵ
ଷ

, ଵ଴
ଷ

, ଵ଴
ଷ
ቃ
்

   
   :المحاولة الثانية -

ଵܼ|ܮ∇ = ൦

ଶ଼
ଽ
0
− ସ

ଽ

൪ ௅|ܼଵܪ       = 1/3 ൥
−20 3 −2

3 0 −3
−2 −3 0

൩    (ܪ௅|ܼଵ)ିଵ = 1/72 ൥
−9 6 −9
6 −4 −66
−9 −66 −9

൩  

ܼଶ = ܼଵ − ଵܼ|ܮ∇ଵି(௅|ܼଵܪ) = ቂଶ
ଷ

, ଼
ଷ

, ଵଵ
ଷ
ቃ
்

   
   :ل علىوحصيتم الالاستمرار لمحاولتين تاليتين وب

ܼଷ = [0,6333 ⁄  2,6 ⁄ 3,633]்  
ܼସ = [0,6330 ⁄  2,599 ⁄ 3,633]்   

   :خذيؤتقرت لثلاثة أرقام مؤكدة، فاس Zر ولما كانت عناص
∗ଵߣ  , = ∗ଵݔ  3.63 = ∗ଶݔ   ,0.633 = ∗ܼ  =10,7  عند 2.60 = ∗ଵݔ2 + ∗ଶݔ∗௜ݔ +   ∗ଶݔ3

فقط، فإنه من السهل معرفة أنه في هذه الحالة الخاصة اقتربت  x2في ) مكعبة(كدالة   Zبالتعبير عن قيمة    
 . يرافسون من الحد الأعلى المحل–ن تطريقة نيو

  :التمرين السابع
   :م مدخل الدالة الجزائية فياستخد

ݖ      1+ :خفيضت = ଵݔ) − ଷݔ)−ଶ)ଶݔ − 1)ଶ  
ଵହݔعلما بأن      + ଶହݔ + ଷହݔ = 16  

  :الحل
  :بوضع هذا البرنامج في الصيغة القياسية، يكون

ݖ 1+   :تعظيم = ଵݔ)− − ଷݔ)−ଶ)ଶݔ − 1)ଶ  
ଵହݔعلما بأن                                 + ଶହݔ + ଷହݔ − 16 = 0................................ )1(  

  :يصبح) 1(للبرنامج 
ݖ     :تعظيم = ଵݔ)− − ଷݔ)−ଶ)ଶݔ − 1)ଶ − 1 − ଵହݔ)ଵ݌ + ଶହݔ + ଷହݔ − 16)ଶ...............)2(  

ଵܲضع يو :المرحلة الأولى  - =   :عتبر البرنامجي، و)2(في    0,02
ݖ :      تعظيم = ଵݔ)− − ଷݔ)−ଶ)ଶݔ − 1)ଶ − 1 − ଵହݔ)0,02 + ଶହݔ + ଷହݔ − 16)ଶ..........)3(  
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، فتكون النتيجة )3(طبق بحث النمط على البرنامج ي، و h=1كمتجه أولى، ونضع     ்[0,0,0]خذ باختياريؤ
   :عند  ்[1,1,1]تقييم دوال هي   78بعد 

݂(1,1,1) = ଵ(1,1,1)݃            و              1− = −13 
ଵ(1,1,1)݃  :نأحيث  :المرحلة الثانية  - = −13 ≠  ،لا يتحقـق ) 1(، فإن القيـد فـي البرنـامج     0

  :عتبر البرنامجبو ، 0,2إلى ) 2(في  P1قيمة   ةدازييتم  ولتحسين هذا الموقف
ݖ           :تعظيم  = ଵݔ)− − ଷݔ)−ଶ)ଶݔ − 1)ଶ − 1 − ଵହݔ)0,02 + ଶହݔ + ଷହݔ − 16)ଶ  

  h=1 ظ علىافحيتم ال، و)4(طبق بحث النمط على ي، يالمرحلة الأولى كتقريب أولمن  ்[1,1,1]أخذ  ب
  .يمكن أن يتحقق القيد بالأعداد الصحيحة، مما يدل على أنه لا ்[1,1,1]تظل النتيجة 

 h، وتخفـض  )3(إلى البرنـامج   يتم الرجوعلا تحسن الحل الحالي،  P1حيث إن زيادة  :المرحلة الثالثة -
  :وتكون النتيجة ،كتقريب أولى ்[1,1,1]عمل بحث نمط جديد مرة أخرى باستخدام  ، و0,1إلى 
ଵ(1.5,1.5,1)݃            عند  = (1.5,1.5,1)݂                و      0.1875 = −1 

  المرحلة   ૚ࡼ  x  Hالمتجه النهائي    (࢞)ࢌ   (࢞)૚ࢍ
   ૚࢞   ૛࢞   ૜࢞

-13 
-13 

0,1875 
0,1875 
-0,0623 
-0,0113 
-0,0039 
0,0012 
0,0012  

-1 
-1 
-1 
-1 

-1,000 
-1,000 
-1,000 
-1,000 
-1,000  

1 
1 
1 
1 
1 

1,01 
1,002 
1,003 
1,003  

1 
1 

1,5 
1,5 
15 
15 

1,496 
1,496 
1,496  

1 
1 

1,5 
1,5 
1,49 
1,49 
1,496 
1,496 
1,496  

1 
1 

0,1 
0,1 
0,01 
0,01 
0,001 
0,001 
0,001  

0,02 
0,2 
0,02 
0,2 
0,02 
0,2 
0,2 
2 
20  

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9  

             :، نستنتج أنالتاسعة لة، وباستخدام نتائج المرحالسابقبالاستمرار في هذه الطريقة نكمل الجدول    
∗ଷݔ = 1,003, ∗ଶݔ      = ∗ଷݔ    ,1,496 = ∗ݖعند   1,496 = قرب الحل الأمثل إلى ، وهذا ي1,000+

  .الأصلي تخفيضبرنامج ال
  وبالتفتيش يكون الحل الصحيح هو
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∗ଵݔ = ∗ଶݔ = ቀଵହ
ଶ
ቁ
ଵ/ହ

= ∗ଷݔ     1,4963 = 1   
∗ݖعند   =   .، وبهذا يؤدي مدخل الدالة الجزائية إلى أربعة أرقام مؤكدة، وهذه نتيجة جيدة 1

  :التمرين الثامن
  :توكر-حل البرنامج التالي باستخدام شروط كون

ܼ:    تعظيم  = ଵଶݔ + ଶଶݔ5 + ଷଶݔ10 − ଶݔଵݔ4 + ଷݔଵݔ6 − ଷݔଶݔ12 − ଵݔ2 + ଶݔ10 +   ଷݔ5
ଵݔ:    علما بأن                                   + ଶݔ2 + ଷݔ ≥ 4  

  ةلباس غيركل المتغيرات 
  :الحل

  ، ثم ندخل مربعات المتغيرات المساعدة، فنحصل على )3( إلى النموذج نبدأ أولا بالتحويل
ܼ:  خفيضت = ଵଶݔ− − ଶଶݔ5 − ଷଶݔ10 + ଶݔଵݔ4 − ଷݔଵݔ6 + ଷݔଶݔ12 + ଵݔ2 − ଶݔ10 −   ଷݔ5

ଵݔ−                  :علما بأن  − ଶݔ2 − ଷݔ + 4 + ସଶݔ = 0 

ଵݔ−                                                              + ହଶݔ = 0 
ଶݔ−                                                                   + ଺ଶݔ = 0                                                 

ଷݔ−                                                                                     + ଻ଶݔ = 0                                              
 :بهذا البرنامج تكون الدالة لاجرانج هي

ܮ = ଵଶݔ− − ଶଶݔ5 − ଷଶݔ10 + ଶݔଵݔ4 − ଷݔଵݔ6 + ଷݔଶݔ12 + ଵݔ2 − ଶݔ10 −    ଷݔ5
ଵݔ−)ଵߣ− − ଶݔ2 − ଷݔ + 4 + (ସଶݔ − ଵݔ−)ଶߣ + (ହଶݔ − ଶݔ−)ଷߣ + (଺ଶݔ − ଷݔ−)ସߣ +   (଻ଶݔ

  :وبأخذ المشتقات نحصل على
డ௅
డ௫భ

= ଵݔ− + ଶݔ4 − ଷݔ6 + 2 + ଵߣ + ଶߣ = 0  )....................................1( 
డ௅
డ௫మ

= ଶݔ10− + ଵݔ4 + ଷݔ12 − 10 + ଵߣ2 + ଷߣ = 0 )....................................2( 
డ௅
డ௫య

= ଷݔ20− − ଵݔ6 + ଶݔ12 − 5 + ଵߣ + ସߣ = 0 ......................)..............3( 
డ௅
డ௫ర

= ସݔଵߣ2− = 0 )...................................4( 
డ௅
డ௫ఱ

= ହݔଶߣ2− = 0 )..................................5( 
డ௅
డ௫ల

= ଺ݔଷߣ2− = 0 )..................................6( 
డ௅
డ௫ళ

= ଻ݔସߣ2− = 0)..................................7( 
డ௅
డఒభ

= ଵݔ + ଶݔ2 + ଷݔ − ସଶݔ − 4 = 0 )..................................8( 
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డ௅
డఒమ

= ଵݔ − ହଶݔ = 0 ).................................9( 
డ௅
డఒయ

= ଶݔ − ଺ଶݔ = 0 ................)...............10( 
డ௅
డఒర

= ଷݔ − ଻ଶݔ = 0 )..............................11(  
ଵܵ :           ويضعمن خلال تيمكن تبسيط المعادلات،  =    ସଶݔ

وأ ଷߣ، إما ହݔ أو ଶߣ، إما ସݔ أو ଵߣتتضمن على التوالي أن إما ) 7(إلى ) 4(المعادلات من  ، إما ଺ݔ 
,ସݔ) 12(حتى ) 9(ساوي صفرا، ولكن من ت   ଻ݔ أو ସߣ ,଺ݔ,ହݔ تكون صفرية إذا كانت فقط  ଻ݔ

ଵܵ,ݔଵ, تكون ) 12(حتى ) 9(، من )7(حتى ) 4(دلات من الذلك فإن المع، صفرية على التوالي ଷݔ,ଶݔ
   :مكافئه للنموذج

ଵߣ ଵܵ = 0  
ଵݔଶߣ = 0 ..................,,,,).....................13( 
ଶݔଷߣ = 0  
ଷݔସߣ = 0   

  .حلا لهذا النموذج 16ويوجد 
ଵܵأحد هذه الحلول هو   = ଶߣ = ଷߣ = ଷݔ = ) 3(، )2(، )1( ،)8(بالتعويض بهذه القيم في و ،0

  :يوالتبسيط، نحصل على النموذج الخط
ଵݔ + ଶݔ2 = 4  

ଵݔ2− + ଶݔ4 + ଵߣ = −2  
ଵݔ4 − ଶݔ10 + ଵߣ2 = 10  

ଵݔ6− + ଶݔ12 + ଵߣ + ସߣ = 5   
ଵݔالذي له الحل الوحيد  = 2,941, ଶݔ  = 0,5294, ଵߣ    = ଶߣ   ,1,764 = وهذه النتائج  ،14,53

  .))13(ل تناظر حلول الأرقام الثقيلة في الجدو( التاليمن الجدول  10مسجلة في الصف 
ଵܵهو ) 13(كحل أخر لــ    = ଵݔ = ଶݔ = ଷݔ = ) 3(، )2(، )1(، )8(، بالتعويض بهذه القيم في  0

   :والتبسيط، نحصل على النموذج الخطي
0 = 4  

ଵߣ + ଶߣ = −2  
ଵߣ2 + ଷߣ = 10  
ଵߣ + ସߣ = 5   
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عامـل  والاحتمـالات الأخـرى ت   التـالي، في الجدول  16الذي ليس له أي حل، كما هو مبين في الصف     
  .التاليجدول البالمثل، وتبين النتائج في 

توكر، -نالصف الوحيد في الجدول الذي فيه مدخلات لاسلبية لكل المتغيرات، كما هو مطلوب لشرط كو    
ܼن أوالآن حيث . 10هو الصف  = (ݔ)ଵ݃، و  (ݔ)݂ = ଵݔ− − ଶݔ2 − ଷݔ + 4  

كوتر يجب أن تعكـس الحـل الأمثـل لبرنـامج     -ها مشتقات أولى جزئية متصلة، فإن أحد شروط كونل    
ــن ــيم، ولكـ ــون التعظـ ــروط كـ ــالي  -شـ ــد، وبالتـ ــل وحيـ ــا حـ ــا لهـ ــوكر هنـ                       :تـ

∗ଵݔ = 2,941, ∗ଶݔ       = 0,5294, ∗ଷݔ        = ∗ܼ  يتعط  0 =  .الأصلي خفيضلبرنامج الت  3,235

   ૚ࣅ   ૛ࣅ   ૜ࣅ   ૝ࣅ   ૚࢞   ૛࢞   ૜࢞   ૚ࡿ
-4  -5.5  -3  11.5  0  0  0  0  
-15  0  -3  -5  11  0  0  0  
-4  -5.5  0  17.5  0  6  0  0  
-3  0  0  1  11  6  0  0  

-16.32  -3.036  -4.643  0  0  0  -1.643  0  
-2  0  1-  0  17  0  2  0  

-4.25  -0.25  0  0  0  13  -3.5  0  
-4  0  0  0  5  10  -2  0  
0  -5.881  -2.238  14.36  0  0  0  0.3809  
0  0  0.5294  2.941  14.53  0  0  1.764  
0  -2.3  0  6.3  0  18.8  0  -3.2  
0  0  0  4  11  -8  0  6  
0  0.9855  1.507  0  0  0  -8.738  6.623  
0  0  2  0  -34  0  -25  15  
0  4  0  0  0  -208  -63  85  
0  0  0  0  ……  …….  …….  …..  
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   :تاسعالتمرين ال
   :م طريقة الاتجاهات الممكنة فياستخد

ܼ:   تعظيم = ଵݔ +   ଶݔ
ଵݔଶݔ:   علما بأن − ଶݔ2 ≤ 3  

  ةلباس غيركل المتغيرات 
  :الحل

  :في الصيغة القياسية، ويكون البرنامج هو البرنامج السابقضع ن
ܼ:   تعظيم = ଵݔ +   ଶݔ

ଵݔଶݔ:   علما بأن − ଶݔ2 − 3 ≤ 0  
ଵݔ3 + ଶݔ2 − 24 ≤ 0  

ଵݔ− ≤ 0  
ଶݔ− ≤ 0   

(ݔ)݂ 24,   وهنا = ଵݔ + (ݔ)ଶ,   ݃ଵݔ = ଵݔଶݔ − ଶݔ2 − 3,    ݃ଶ(ݔ) = ଶݔ3 + ଶݔ2 −

    ݃ଷ(ݔ) = (ݔ)ଵ,      ݃ସݔ− =   ଶݔ− 
డ௙
డ௫భ

= 1                               డ௙
డ௫మ

= 1  

           డ௚భ
డ௫భ

= ଶݔ                              డ௚భ
డ௫మ

= ଵݔ − 2      
డ௚మ
డ௫భ

= 3                               డ௚మ
డ௫మ

= 2  
డ௚య
డ௫భ

= −1                           డ௚య
డ௫మ

= 0  
డ௚ర
డ௫భ

= 0                               డ௚ర
డ௫మ

= −1    
,(ݔ)ଶ݃, (ݔ)ସ݃  تكون غير خطية، بينما  (ݔ)ଵ݃وأكثر من ذلك    ݃ଷ(ݔ)  لذلك  ،تكون كلها خطية

݇ଵ = 1,    ݇ଶ = ݇ଷ = ݇ସ = 0  
  :يتم مواصلة الحل

  .، والتي تكون ممكنة்[1,1]قيمة أولية هي   B اءعطيتم إاختياريا  :الأولىالخطوة  -
  :يصبح البرنامج  Bعند هذه القيمة لـ: الثانيةالخطوة  -

ݖ         : تعظيم                                     = ݀ଷ  
ଵ݀−:   علما بأن − ݀ଶ + ݀ଷ ≤ 0  
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݀ଵ − ݀ଶ + ݀ଷ ≤ 4                                                                 
                                   3݀ଵ + 2݀ଶ         ≤ 19   

ଵ݀−   عند                                                                 ≤ 1 
                                           −݀ଶ         ≤ 1    
                                     ݀ଵ                      ≤ 1 
                                             ݀ଶ         ≤ 1 

݀ଷ ≤ 0                                                     
ଵ݀           حله هوو                = 1,     ݀ଶ = 0,       ݀ଷ = 1  

ଷ݀                           :الثالثةالخطوة  - = 1 ≠ 0   
ܦ                     :الرابعة الخطوة - =   :نأحيث  ்[1,0]

݂ ቀቂ11ቃ + λ ቂ10ቃቁ = ݂(1 + ,ߣ 1) = 2 +    ߣ

1]وللحفاظ على   ،∞إلى λوالتي تصبح كبيرة عندما تؤول  + ,ߣ    λممكنة، مع ذلك لا يمكن أن تظل  ்[1
لذلك  ،إذا تحقق القيد الثاني 3/19، وليست أكبر من )1(إذا تحقق القيد الأول في البرنامج  4أكبر من 
∗ߣ = 4  

ܤ                   :الخامسةالخطوة  - = ቂ11ቃ + 4 ቂ10ቃ = ቂ51ቃ  

  :لثانيةالخطوات السابقة ابتداءا من الخطوة ا ةديتم إعا
  :المعدلة يصبح البرنامج  هوB بهذه الـ   :الثانيةالخطوة  -

ܼ                 : تعظيم                             = ݀ଷ  
ଵ݀−          : علما بأن                            − ݀ଶ + ݀ଷ ≤ 0  

݀ଵ + 3݀ଶ + ݀ଷ ≤ 0                                                                 
                                   3݀ଵ + 2݀ଶ         ≤ 7   

ଵ݀−   عند                                                                 ≤ 5 
                                           −݀ଶ         ≤ 1    
                                     ݀ଵ                      ≤ 1 
                                             ݀ଶ         ≤ 1 

ଵ݀    وحله هو                        = 1,      ݀ଶ = − ଵ
ଶ

,      ݀ଷ = 1/2    
ଷ݀                               :الثالثةالخطوة  - = ଵ

ଶ
≠ 0  

ܦ                      :الرابعة الخطوة - =    :إذا  ்[1/2−,1]
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݂ ൬ቂ51ቃ + λ ൤ 1
−1/2൨൰ = ݂(5 + ,ߣ 1 − (ߣ1/2 = 6 +   ߣ1/2

5]وللحفاظ على .  ∞إلى  λوالتي تصبح كبيرة عندما تؤول     + ,ߣ 1 − لا  λممكنة، مع ذلك  ்[ߣ1/2
إذا تحقق قيد  2، وليست أكبر من )1(البرنامج  إذا تحقق القيد الثاني في 3,5يمكن أن تكون أكبر من 

∗ߣ   :لذلك λلأي اختيار لا سلبي لـ ) 1(ويتحقق القيدان الآخران في البرنامج ( ଶݔاللاسلبية في  = 2  

ܤ                 :الخامسةالخطوة  - = ቂ51ቃ + 2 ൤ 1
−1/2൨ = ቂ70ቃ  

   ૚࢞   ૛࢞   ૚ࢊ   ૛ࢊ   ૜ࢊ   ∗ࣅ
4 
2 
1 

0,31373 
……  

1 
½ 
1 

1/3 
0  

0 
-1/2 

0 
1 
0  

1 
1 
1 

-2/3 
0  

1 
1 
0 
0 

0,531373  

1 
5 
7 
8 

7,64575  

∗ଵݔ   ويتبع ذلك أن  السابق، الجدول بالاستمرار في هذه الطريقة نكمل = 7,64575, ∗ଶݔ    = 0,531373  
∗ܼ               عند = ,∗ଵݔ)݂ (∗ଶݔ = 7,64575 + 0,531373 = 8,17712 
  

VI. تمارين غير محلولة  
  :التمرين الأول

 ـ    (ݔ)݂ ـ أوجد الأمثلية المحلية والشاملة ل = ଷݔ  − ଶݔ6 + ݔ9 + ، )b( [1,4]، [1,5-] (c)فـي    6
[0,3] )a(.  

  :التمرين الثاني
(ݔ)݂   أوجد كل الأمثلية المحلية والشاملة لـ     = ସݔ  − ଷݔ4 + ଶݔ6 − ݔ4 +      ،[0,3]) أ(في 1

  .[∞ ,0]) ج(، [0,2]) ب( 
  :التمرين الثالث

(ݔ)݂أوجد كل الأمثلية المحلية والشاملة لـ      = ݔ  −  [5,10]) ج(، ),0-∞) (ب(، (∞,0))أ(في   ଵିݔ
  .)تعامل كنقظة نهائية غير محددة x=0   )ب(، )أ(في الأجزاء : ظةحملا(

  :التمرين الرابع
(ݔ)݂ن أن بي    = ଷݔ − ଶݔ6 + ݔ9 +      ومقعـرة بالتحديـد فـي   ) -∞، 2( هي محدبة بالتحديد فـي  6
)2 ،∞.(  
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  :التمرين الخامس
(ݔ)݂حدد الفترات التي تكون فيها     = ݔ  −  .محدبة أو مقعرة ଵିݔ4

  :التمرين السادس
ϵاستخدم بحث الفترة ذات الثلاث نقط للتقريب إلى الداخل     = ، [2-0]موقع الحد الأدنى الشامل فـي   0.1

  .في التمرين الخامسفي الدالة 
  .)أعد حل المسألة باستخدام بحث فيبوناكس ، ثم)[2-0]استمر كما لو كانت الفترة : ظةملاح( 

  :التمرين السابع
(ݔ)݂لـ  [π ,0]قرب موقع الحد الأعلى الشامل في  - 1 = ଶݔ sin باستخدام بحث الثلاث نقـط للفتـرة    ݔ

 ما هي جودة هذا التقريب؟ ،)طابمعنى بحث الخمس نق(لدوال غير المحددة بخمسة تقييمات ل
 ـ: ملاحظة(أعد حل المسألة باستخدام بحث فيبوناكس  - 2 ط يتطلـب أن النقطتـين   امجموع بحث الخمس نق

 ).′߳لتحديد  N=6لذلك . للداخل من النقط النهائية للفترة الأصلية ହചᇲܨالأوليين توضع 
  .وسط الذهبيثم أعد حل المسألة ببحث المت - 3

  :التمرين الثامن
  :في تتابع فيبوناكس هو nن أن أخذ رقم بي   

௡ܨ =  ଵ
√ହ
൤ቀଵା√ହ

ଶ
ቁ
௡ାଵ

− ቀଵି√ହ
ଶ
ቁ
௡ାଵ

൨  
  .)تحقق من أن الاصطلاح الرياضي المعطى يحقق العلاقة الرجعية والشروط الأولية: ظةملاح(

  :التاسعالتمرين 
  :اشتق التمرين الثامنمن  

limே→ஶ
ிಿ షభ

ிಿ
=  ቀଵି√ହ

ଶ
ቁ
ିଵ

= 0,6180 …   
  :عاشرالتمرين ال

  :كما يلي مدينة ماتبين أعداد السكان في  
  2010  2000  1990  1980  1970  السنة
  24.532  16.445  11.023  7.389  4.953  السكان

  :2020لمطلوب تقدير السكان في عام اعتمادا على هذه البيانات، ا
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ܰا ويتبع الصيغة يسنمو السكان أُ افترض أن - 1 = تدل علـى    tتدل على التعداد، و  Nن أ، حيث ௠௧݁ܣ
 .الزمن

المعطاة بالبيانات، والقيمـة النظريـة      N، يكون هناك اختلاف بين القيمة الحقيقي لـ tعند أي سنة تعداد  - 2
ܰ =  : ، أي أن ்݁ لهذا الخطأ رمزأ  ௠்݁ܣ

  :نبحيث أ  A, mحدد الثوابت  - 3
݁ଵଽ଻଴ଶ + ݁ଵଽ଼଴ଶ  + ݁ଵଽଽ଴ଶ  +  ݁ଶ଴଴଴ଶ + ݁ଶ଴ଵ଴ଶ   

  .تكون حدا أدنى
 ـالذي يسمى عادة منحنى المربعات الصغرى الأُ(النظري  يسام هذه الثوابت، قيم المنحى الأُباستخد - 4 يس (

 .2020لتعداد المقدر لعام ، وخذ هذا العدد ليكون اt=2020عند 
  :حادي عشرالتمرين ال

   :بين أن الدالة التربيعية   
,ଶݔ,ଵݔ)݂ … … . . (௡ݔ = ∑ ∑ ܽ௜௝ݔ௜ݔ௝௡

௝ୀଵ
௡
௜ୀଵ   

  .سالبة نصف مؤكدة Aتكون محدبة فقط إذا كانت  Aبمصفوفة معاملات متماثلة 

  :الثاني عشرالتمرين 
فسـون، أو بطريقـة الدالـة    را-حسابيا بمضروبات لاجرانج، وعدديا إما بطريقة نيوتن ليةالتا حل البرامج   

  :الجزائية
Z       :تعظيم             :الأول البرنامج - = (xଵ − 1)ଶ + xଶଶ  

ଵଶݔ          :بأنعلما                                 + ଶଶݔ = 4  
Z         :خفيضت       :     البرنامج الثاني - = xଵxଶ + xଷ  

ଶଵݔ      :علما بأن                                + ଶଶݔ + ଷଶݔ = 1  
Z         : عظيمت            :البرنامج الثالث - = xଵଶ + xଶxଷ  

ଵଶݔ4          :علما بأن                                + ଶଶݔ = 16 
ଶݔ 2 + ଷݔ3 = 25                                                 

  :الثالث عشر التمرين
ଶݕأوجد النقطة على القطع المكافئ      =  ).1,0(الأقرب ما يكون إلى النقطة   ݔ4
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  :الرابع عشر التمرين
 ـوبناءا على النتيج ،بدون شروط اللاسلبية المسألة التاليةاستخدام مضروبات لاجرانج لحل     ل المسـألة  ة ح

  :سلبيةمع وجود شرط عدم ال
Z         : عظيمت                               = 3xଵxଷ + 4xଶxଷ  

ଶଶݔ          :علما بأن                                 + ଷଶݔ = 4     
xଵxଷ = 3                                              

  
  :مس عشرالخا التمرين

  :بمدخل الدالة الجزائية ينتالتالي المسألتينحل    
Z     : تخفيض    :   ىالأول مسألةال - = (xଵ − 2)ଶ + (xଶ − 1)ଶ  

ଵݔ             :علما بأن                           − ଶݔ2 = −1 
ଵଶݔ                                         + ଶଶݔ4 ≤ 4 

Z        :تخفيض       :ةالثاني المسألة - = ln(1 + xଵ) + ln(1 + xଶ)  
ଵݔ                :علما بأن                           + ଶݔ ≤ 2 

  .ةالبس غيركل المتغيرات                                                 
  ).، وجعل القيد متساو ௭݁بسط المسألة بتعظيم  : ظة حملا(
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